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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

POzIOM PODSTAWOWY

Opis arkusza egzaminu maturalnego

W roku szkolnym 2023/2024 egzamin maturalny z matematyki zostat przeprowadzany na
podstawie wymagan egzaminacyjnych okreslonych w rozporzgdzeniu Ministra Edukacji
i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r.

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie podstawowym zawierat ogétem 35 zadan

(ujete w 31 grup/wigzek tematycznych), na ktore sktadato sie 27 zadan zamknietych

i 8 zadan otwartych. Zadania sprawdzaly wiadomosci oraz umiejetnosci ujete w czterech
obszarach wymagan ogolnych:

I.  Sprawnosc¢ rachunkowa (4 zadania zamkniete tgcznie za 4 punkty).

Il. Wykorzystanie i tworzenie informac;ji (10 zadan fgcznie za 12 punktéw, w tym: 9 zadan

zamknietych tgcznie za 11 punktéw oraz 1 zadanie otwarte za 1 punkt).

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (14 zadan tgcznie za 18 punktéw, w tym:

11 zadan zamknietych tgcznie za 11 punktéw oraz 3 zadania otwarte tgcznie za

7 punktéw).

IV. Rozumowanie i argumentacja (7 zadan tacznie za 12 punktéw, w tym: 3 zadania
zamkniete tgcznie za 3 punkty oraz 4 zadania otwarte tgcznie za 9 punktow).

Zdajgcy mogli korzysta¢ z Wybranych wzoréw matematycznych na egzamin maturalny
z matematyki oraz linijki, cyrkla i kalkulatora prostego.

Za rozwigzanie wszystkich zadan mozna byto otrzymac 46 punktow.

Dane dotyczgce populacji zdajacych

VSN ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIAW ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajagcych (Formuta 2023) 247 961
z licebéw ogdlnoksztatcacych 149 878
z technikow 96 476
z branzowych szkot 1l stopnia 1607
ze szkot na wsi 8 425
Zdajacy rozwigzujacy ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 48 116
zadania w arkuszu ze szkot w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 87 945
standardowym ze szkdt w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 103 475
ze szkot publicznych 222 315
ze szkot niepublicznych 25 646
kobiety 132 726
mezczyzni 115 235
Obywatele Ukrainy? 232

* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentéw.

1 Rozporzadzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r. w sprawie wymagan egzaminacyjnych dla

egzaminu maturalnego przeprowadzanego w roku szkolnym 2022/2023 i 2023/2024 (Dz.U. poz. 1246).

2Dz.U. 22024 r. poz. 167, z p6zn. zm.
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Z egzaminu zwolniono 108 oséb - laureatéw i finalistow Olimpiady Matematyczne;.

V-V ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIAW ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH

Zdajacy rozwigzujacy z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 2822
zadania w arkuszach stabowidzacy 404
dostosowanych — -
niewidomi 12
stabostyszgcy 524
niestyszacy 106
Z niepetnosprawnoscig ruchowg spowodowang mozgowym 80
porazeniem dziecigcym
z zaburzeniem widzenia barw 61
Ogotem 4009
Przebieg egzaminu
INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU
Termin egzaminu 8 maja 2024
Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 180 minut
Liczba szkot 4708
Liczba zespotéw egzaminatorow 318
Liczba egzaminatorow 5978
Liczba obserwatorow? (§ 8 ust. 1) 430
Liczba w przypadku:
uniewaznien*
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan 7
pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali
pkt 2 egzaminacyjnej z urzadzenia telekomunikacyjnego >
art. 44zzv | zaktécenia przez zdajgcego prawidtowego przebiegu 0
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 10
zdajgcego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepiséw dotyczacych 1
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego
art. 44zzy | niemoznos$¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty 0
ust. 10 odpowiedzi)
Liczba wglgdow* (art. 44zzz) 5215

3 Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 1 sierpnia 2022 r. w sprawie egzaminu maturalnego (Dz.U.
z 2024 r. poz. 302).
4 Ustawa z dnia 7 wrzesnia 1991 r. o systemie o$wiaty (Dz.U. z 2024 r. poz. 750).
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

Podstawowe dane statystyczne

Wyniki zdajacych

WANCGIESNE ROzZKEAD WYNIKOW ZDAJACYCH
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Procent zdajgcych
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13 17 22 26 30 35 39 43 48 52 57 61
Wynik procentowy

a1V \WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE®

65 70 74 78 83 87 91 96 100

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia s(t)adncdh:,rI::\I:e
Jacy zdajacych | (%) (%) (%) (%) (%) )
(1]

Ogdtem 247 961 0 100 65 100 63 25
Formuta 2023
w tym:
z liceow 149 878 0 100 72 100 68 25
ogolnoksztatcacych
z technikow 96 476 0 100 54 50 56 23
z branzowych szkét | ¢ 547 2 98 22 20 25 13
Il stopnia
obywatele Ukrainy 232 1 100 59 61 57 25

* Dane dotycza tegorocznych absolwentéw. Parametry statystyczne sa podane dla grup liczagcych 30 lub wiecej zdajgcych.
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Poziom wykonania zadan

NS POZIOM WYKONANIA ZADAN

Wymagania egzaminacyjne 2024

Poziom

Nr Wymagania ogélne Wymagania Szczegéiowe wykonania

zad. zadania
(%)
II. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
1 informaciji. 1.7) stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczng 83
’ wartosci bezwzglednej, rozwigzuje réwnania
i nieréwnosci typu: [...] |x + 3| = 4.
2 I. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy: 76
’ 1.4) stosuje [...] prawa dziatan na potegach [...].
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. 1.2) przeprowadza proste dowody dotyczgce

3. podzielno$ci liczb catkowitych i reszt z dzielenia nie 56
trudniejsze niz dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu
czterech kolejnych liczb naturalnych.

I. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy:

4. I.1) wykonuje dziatania ([...] logarytmowanie) w zbiorze 74

liczb rzeczywistych.
I. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy:

5. I1.1) stosuje wzory skréconego mnozenia na: (a + b)?, 79

(a — b)?, a® — b2.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:

6. | iinterpretowanie reprezentacji. 111.3) rozwigzuje nieréwnosci liniowe z jedng 63

niewiadoma.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. | || 6) rozwigzuje réwnania wymierne postaci —<2 = 0,

7. W (x) 82
gdzie wielomiany V(x) i W(x) sa zapisane w postaci
iloczynowe;.

[ll. Wykorzystanie Zdajacy:

i interpretowanie reprezentacji. 11.2) [...] mnozy wielomiany jednej i wielu zmiennych.

8 111.5) rozwigzuje réwnania wielomianowe postaci 84
' W (x) = 0 dla wielomiandw [...], ktore dajg sie

doprowadzi¢ do postaci iloczynowej metodg wytgczania
wspolnego czynnika przed nawias [...].

IV. Rozumowanie Zdajacy:

i argumentacja. 111.5) rozwigzuje réwnania wielomianowe postaci

9. W(x) = 0 dla wielomianow [...] takich, ktére dajg sie 79
doprowadzi¢ do postaci iloczynowej [...] metodg
grupowania.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
10. | i interpretowanie reprezentaciji. IV.2) stosuje uktady réwnan do rozwigzywania zadan 57
tekstowych.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
11 informaciji. IV.1) rozwigzuje uktady réwnan liniowych z dwiema 71
’ niewiadomymi, podaje interpretacje geometryczng
uktadéw [...] sprzecznych.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
12. | i interpretowanie reprezentaciji. V.5) interpretuje wspdtczynniki wystepujace we wzorze 57
funkciji liniowej.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
13. | i interpretowanie reprezentaciji. V.6) wyznacza wzor funkcji liniowej na podstawie 65
informaciji o jej wykresie lub o jej wtasnosciach.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informac;ji. V.4) odczytuje z wykresu funkgiji: [...] przedziaty,
14.1. w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie 53
mniejsze) lub mniejsze (nie wigksze) od danej liczby
[...]
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
14.2. | informacji. V.9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie 79
informaciji o tej funkgiji lub o jej wykresie.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
14.3. | informacji. V.3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych 62
za pomoca3 [...] wykreséw [...].
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
14.4. | informagii. V.12) na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje 55
wykresy funkcji vy = f(x —a), [...]y = f(—x).
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
15. | i interpretowanie reprezentac;ji. VI.1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem 77
0goinym.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. VI.2) w prostych przypadkach bada, czy ciag jest
16. rosngcy, czy malejgcy; 78
VI.6) wykorzystuje wtasnosci ciggow [...]
geometrycznych, do rozwigzywania zadan [...].
IV. Rozumowanie Zdajacy:
17. | i argumentacja. V1.4) stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n 40
poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informac;ji. VII.1) wykorzystuje definicje funkgji [...] tangens dla
18. katéw od 0° do 180°[...]; 61

VII.2) korzysta z wzoréw sin? a + cos? a = 1,

tga — sina

cosa
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IV. Rozumowanie Zdajacy:
19 | iargumentacja. VII.2) korzysta z wzoréw sin? a + cos?a = 1, 60
t _ sina
ga = cosa
20 [ll. Wykorzystanie Zdajacy: 70
" | i interpretowanie reprezentaciji. VII1.7) stosuje twierdzenia: [...] o dwusiecznej kata [...].
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informaciji. VII1.11) stosuje funkcje trygonometryczne do
21. . e " ; . 77
wyznaczania dtugosci odcinkéw w figurach ptaskich oraz
obliczania pal figur.
20 IV. Rozumowanie Zdajacy: 64
" | i argumentacja. VII1.5) stosuje wtasnosci katéw wpisanych i srodkowych.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. IX.2) postuguje sie réwnaniem prostej na ptaszczyznie
23. w postaci kierunkowej, w tym wyznacza réwnanie prostej 66
0 zadanych wtasnosciach (takich jak na przyktad [...]
prostopadtos¢ do innej prostej [...]).
IV. Rozumowanie Zdajacy:
24. | i argumentacja. IX.3) oblicza odlegto$¢ dwdch punktow w uktadzie 41
wspotrzednych.
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
25.1. | informacji. X.4) oblicza [...] pola powierzchni [...] graniastostupow 70
[...]
Il. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
25.2. | informaciji. X.2) postuguje sie pojeciem kata miedzy prostg 80
a pftaszczyzna.
26 [ll. Wykorzystanie X.5) wykorzystuje zalezno$¢ miedzy objetosciami 23
" | i interpretowanie reprezentacii. graniastostupéw oraz ostrostupéw podobnych.
27 [ll. Wykorzystanie Zdajacy: 85
" | i interpretowanie reprezentaciji. X1.2) zlicza obiekty, stosujgc reguty mnozenia [...].
28 IV. Rozumowanie Zdajacy: 74
" | i argumentacja. XI1.2) oblicza $rednig arytmetyczna [...].
29 I. Sprawnos¢ rachunkowa. Zdajacy: 78
' XI11.2) znajduje mediane [...].
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
30. | iinterpretowanie reprezentaciji. XI1.1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu 64
klasycznym.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
31. | iinterpretowanie reprezentaciji. XIll) rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach 35
dajgcych sie opisac¢ funkcjg kwadratowa.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom podstawowy

WYKRES 2.
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POzZIOM ROZSZERZONY

Opis arkusza egzaminu maturalnego ]

W roku szkolnym 2023/2024 egzamin maturalny z matematyki zostat przeprowadzany na
podstawie wymagan egzaminacyjnych okreslonych w rozporzgdzeniu Ministra Edukacji
i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r.6

Arkusz egzaminacyjny z matematyki na poziomie rozszerzonym zawierat ogotem 14 zadan
otwartych (ujetych w 13 grup/wigzek tematycznych). Zadania sprawdzaty wiadomosci oraz
umiejetnosci ujete w nastepujgcych obszarach wymagan ogoélinych:

Il. Wykorzystanie i tworzenie informacji (2 zadania otwarte tgcznie za 8 punktéw).

Ill. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji (4 zadania otwarte fgcznie za 12 punktéw).
IV. Rozumowanie i argumentacja (8 zadan otwartych tgcznie za 30 punktow).

Zdajagcy mogli korzysta¢ z Wybranych wzorow matematycznych na egzamin maturalny
z matematyki oraz linijki, cyrkla i kalkulatora prostego.

Za rozwigzanie wszystkich zadan mozna byto otrzymac 50 punktow.

Dane dotyczgce populacji zdajacych

IVCISWNGH  ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIAW ARKUSZU STANDARDOWYM*

Liczba zdajacych (Formuta 2023) 68 567
z licebw ogdlnoksztatcacych 44 685
z technikow 23778
z branzowych szkét 1l stopnia 104
ze szkot na wsi 1107
Zdajacy rozwiazujacy ze szkot w miastach do 20 tys. mieszkancow 10 406
zadania w arkuszu ze szkét w miastach od 20 tys. do 100 tys. mieszkancow 24 124
standardowym ze szkot w miastach powyzej 100 tys. mieszkancow 32930
ze szkot publicznych 64 484
ze szkot niepublicznych 4083
kobiety 27 362
mezczyzni 41 205
Obywatele Ukrainy”’ 65

* Dane w tabeli dotyczg tegorocznych absolwentéw.

Z egzaminu zwolniono 108 oséb - laureatéw i finalistow Olimpiady Matematyczne;j.

6 Rozporzadzenie Ministra Edukacji i Nauki z dnia 10 czerwca 2022 r. w sprawie wymagan egzaminacyjnych dla
egzaminu maturalnego przeprowadzanego w roku szkolnym 2022/2023 i 2023/2024 (Dz.U. poz. 1246).
7DZ.U. 22024 r. poz. 167, z p6zn. zm.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony

IVCEV-WA  ZDAJACY ROZWIAZUJACY ZADANIA W ARKUSZACH DOSTOSOWANYCH

Zdajacy rozwigzujgcy Z autyzmem, w tym z zespotem Aspergera 695
zadania w arkuszach stabowidzacy 77
dostosowanych — -
niewidomi 0
stabostyszgcy 130
niestyszacy 25
Z niepetnosprawnoscig ruchowg spowodowang moézgowym 13
porazeniem dziecigcym
z zaburzeniem widzenia barw 28
Ogoétem 968

Przebieg egzaminu

V-1V INFORMACJE DOTYCZACE PRZEBIEGU EGZAMINU

Termin egzaminu

15 maja 2024

Czas trwania egzaminu dla arkusza standardowego 180 minut
Liczba szkot 3618
Liczba zespotow egzaminatorow 318
Liczba egzaminatorow 5978
Liczba obserwatorow?® (§ 8 ust. 1) 41
Liczba w przypadku:
uniewaznien®
art. 44zzv | stwierdzenia niesamodzielnego rozwigzywania zadan 0
pkt 1 przez zdajgcego
art. 44zzv | wniesienia lub korzystania przez zdajgcego w sali 0
pkt 2 egzaminacyjnej z urzadzenia telekomunikacyjnego
art. 44zzv | zaktécenia przez zdajgcego prawidtowego przebiegu 0
pkt 3 egzaminu
art. 44zzw | stwierdzenia podczas sprawdzania pracy
ust. 1 niesamodzielnego rozwigzywania zadan przez 0
zdajgcego
art. 44zzy | stwierdzenie naruszenia przepiséw dotyczacych 5
ust. 7 przeprowadzenia egzaminu maturalnego
art. 44zzy | niemoznos$¢ ustalenia wyniku (np. zaginiecie karty
. 0
ust. 10 odpowiedzi)
Liczba wglgdow?® (art. 44zzz) 2414

8 Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 1 sierpnia 2022 r. w sprawie egzaminu maturalnego (Dz.U.

z 2024 r. poz. 302).
9 Ustawa z dnia 7 wrzesnia 1991 r. o systemie oswiaty (Dz.U. z 2024 r. poz. 750).
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Podstawowe dane statystyczne

Wyniki zdajacych

WANCGIESEY ROzZKEAD WYNIKOW ZDAJACYCH
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V=W  WYNIKI ZDAJACYCH — PARAMETRY STATYSTYCZNE®

Zdaiac Liczba Minimum | Maksimum | Mediana | Modalna | Srednia s(t)adncdh:rI::\I:e
i zdajacych | (%) (%) (%) (%) (%) o
0

Ogoétem
Formula 2023 68 567 0 100 28 0 33 27
w tym:
z liceow 44 685 0 100 40 0 41 27
ogolnoksztatcacych
z technikow 23778 0 100 10 0 18 21
z branzpwych szkot 104 0 30 0 0 1 3
Il stopnia
obywatele Ukrainy 65 0 94 36 0 38 30

* Dane dotycza tegorocznych absolwentéw. Parametry statystyczne sa podane dla grup liczacych 30 lub wiecej zdajgcych.
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony

Poziom wykonania zadan

QIS0 POZIOM WYKONANIA ZADAN

Wymagania egzaminacyjne 2024
Wymagania szczegétowe Poziom
Nr . ; wykonania
zad. Wymagania ogéine Gdy wymaganie dotyczy tresci zakresu podstawowego zadania
szkoty ponadpodstawowej — dopisano (P). (%)
II. Wykorzystanie i tworzenie Zdajacy:
informaciji. V.13) (P) postuguje sie funkcjami wyktadniczg
1. i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu 48
i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami
praktycznymi.
2 [ll. Wykorzystanie Zdajacy: 31
" | iinterpretowanie reprezentaciji. XI11.1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).
3 Ill. Wykorzystanie Zdajacy: 47
" | i interpretowanie reprezentac;ji. XII.2) stosuje schemat Bernoullego.
Ill. Wykorzystanie Zdajacy:
i interpretowanie reprezentacji. XIl1.2) stosuje definicje pochodnej funkcji, podaje
4 interpretacje geometryczng pochodnej; 50
’ XII1.3) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku
rzeczywistym oraz oblicza pochodna, korzystajgc
z twierdzenh o pochodnej sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. 1.9) (P) stosuje zwigzek logarytmowania
5. z potegowaniem, postuguje sie wzorami na logarytm 62
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.
I.1) stosuje wzér na zamiane podstawy logarytmu.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
i argumentacja. XI.1) oblicza liczbe mozliwych sytuaciji, spetniajgcych
okreslone kryteria, z wykorzystaniem reguty mnozenia
6. i dodawania (takze tgcznie) oraz wzoréw na liczbe: 18
permutacji, kombinacji i wariacji, rowniez w przypadkach
wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow.
[ll. Wykorzystanie Zdajacy:
7 i interpretowanie reprezentacji. VI.6) (P) wykorzystuje wtasnosci ciggow, w tym 42
’ arytmetycznych i geometrycznych, do rozwigzywania
zadan [...].
8 IV. Rozumowanie Zdajacy: 15
" | iargumentacja. VII1.3) przeprowadza dowody geometryczne.
IV. Rozumowanie Zdajacy:
9. |iargumentacja. VIII.7) (P) stosuje twierdzenia: Talesa, o dwusiecznej 18
kata [...].
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IV. Rozumowanie Zdajacy:

i argumentacja. VI1.6) rozwigzuje réwnania trygonometryczne o stopniu
trudnosci nie wigkszym niz w przyktadzie

4 cos2x cos5x = 2cos7x + 1.

10. 29

IV. Rozumowanie Zdajacy:

i argumentacja. IX.3) (P) oblicza odlegto$¢ dwdch punkitéw w uktadzie
wspotrzednych;

IX.5) (P) oblicza odlegto$¢ punktu od proste;j.

IX.1) postuguje sie rownaniem prostej w postaci ogélnej
na ptaszczyznie [...].

11. 18

[ll. Wykorzystanie Zdajacy:

i interpretowanie reprezentacji. 111.3) stosuje wzory Viete’a dla rownan kwadratowych;
111.5) analizuje réwnania i nieréwnosci liniowe

z parametrami oraz rownania i nieréwnosci kwadratowe
z parametrami, w szczegolnosci wyznacza liczbe
rozwigzan w zaleznosci od parametrow, podaje warunki,
przy ktérych rozwigzania majg zgdang wtasno$c,

i wyznacza rozwigzania w zaleznosci od parametrow.

12. 41

IV. Rozumowanie Zdajacy:
13.1. | i argumentacja. X.4) (P) oblicza objetosci i pola powierzchni 47
graniastostupow [...].

IV. Rozumowanie Zdajacy:

i argumentacja. XI11.3) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku
rzeczywistym oraz oblicza pochodna, korzystajgc

z twierdzeh o pochodnej sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu;
XI11.4) stosuje pochodng do badania monotonicznosci
funkcij;

XI11.5) rozwigzuje zadania optymalizacyjne

z zastosowaniem pochodne;.

13.2. 24
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Egzamin maturalny — matematyka. Poziom rozszerzony

VIAGGIESES POZIOM WYKONANIA ZADAN W OBSZARZE WYMAGAN OGOLNYCH
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KOMENTARZ

Analiza jakosciowa zadan — poziom podstawowy

Na podstawie analizy wskaznikéw poziomu wykonania zadan (Tabela 5.) mozna stwierdzi¢,
ze wsrod 27 zadan zamknietych arkusza egzaminacyjnego nie byto zadan bardzo tatwych
dla zdajgcych (poziom wykonania powyzej 90%), 17 zadan mozna uznac¢ za fatwe dla
zdajgcych (poziom wykonania od 70% do 89%), 10 zadan zamknietych okazato sie
umiarkowanie trudnych (poziom wykonania od 50% do 69%).

Wsrod 8 zadan otwartych Zzadne nie byto bardzo tatwe dla tegorocznych maturzystow, tylko
1 zadanie okazalo sie tatwe dla zdajgcych, 3 zadania byty umiarkowanie trudne dla
zdajacych, a 4 zadania okazaly sie trudne (poziom wykonania wynosit od 20% do 49%).

Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Na poziomie podstawowym mozna zauwazyc¢, ze najwiekszg trudnos¢ sprawity zdajgcym
zadania badajgce umiejetnos¢ dobierania i tworzenia modeli matematycznych przy
rozwigzywaniu problemow praktycznych i teoretycznych oraz zadania wymagajgce
stosowania i tworzenia strategii. Sg to umiejetnosci opisane, odpowiednio, w Il oraz IV
obszarze wymagan ogolnych.

Najtrudniejszym zadaniem w arkuszu okazato sie zadanie 26. — zadanie z lukg otwarta,
w ktérym nalezato uzupemi¢ stosunek pél powierzchni catkowitej dwoch ostrostupéw
podobnych o podanych objetosciach. Dla tego zadania poziom wykonania wyniost 23%.

Tres¢ zadania 26. brzmiata:

Ostrostup F; jest podobny do ostrostupa F,. Objetos¢ ostrostupa F; jestrowna 64.
Objetosc¢ ostrostupa F, jestréwna 512.

Uzupetnij ponizsze zdanie. Wpisz odpowiednig liczbe w wykropkowanym miejscu tak, aby
zdanie byto prawdziwe.

Stosunek pola powierzchni catkowitej ostrostupa F, do pola powierzchni catkowitej
ostrostupa F; jestrowny .......... .

Oproécz poprawnych odpowiedzi (Przyktad 1.), czesto pojawiaty sie odpowiedzi wynikajgce
z btednej interpretacji skali (Przyktad 2.) oraz z braku znajomosci zaleznosci miedzy skalg
podobienstwa a objetoscig bryt podobnych (Przyktad 3. i Przyktad 4.).
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Przyktad 1.
Stosunek pola powierzchni catkowitej ostrostupa F, do pola powierzchni catkowitej

ostrostupa F; jest rowny [1 .

Brudnopis

V=64 Eﬂ»l@} | LL®

= 8 =2
VAR7/ A 0

)

VX'

Przyktad 2.

Stosunek pola powierzchni catkowitej ostrostupa F, do pola powierzchni catkowitej

ostrostupa F; jestrowny ... l{ )

Przyktad 3.
Stosunek pola powierzchni catkowitej ostrostupa F, do pola powierzchni catkowite]

g

ostrostupa F; jestrowny ....7.....
ErtfdnEPTS' BN EEn T
4 b L | ees=bl hiegyesz | | || .
AU AN R T
Pt B Cfp i
Pes Rty | R iR
Ao ER NN :
™ *”**i""“'; .y T ™ *’%*** . I R I
s Obepp |
‘11!3?. _____ P 6f_ [(_1 A _‘%f-_
fep= Oo-0- 5 Feoz 71 7h
e %—Jstgbp S P ASE6 06
Przyktad 4.
Stosunek pola powierzchni catkowitej ostrostupa F, do pola powierzchni catkowitej
ostrostupa F; jest rowny QVZ ,
Brudnopis
LY R =k
G - 4
k= ke
1
k=8 (VT

=18 = 0 Ver=
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Wsrdd trudnych zadan znalazto sie dwupunktowe zadanie 17. (poziom wykonania réwny 40%),
w ktérym nalezato obliczy¢ réznice ciggu arytmetycznego, znajac trzeci jego wyraz i sume
pietnastu poczgtkowych kolejnych wyrazéw tego ciggu.

W rozwigzaniu zadania zdajgcy najczesciej wykorzystywali wzory na n-ty wyraz i sume n
poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego, tworzyli uktad rownan po ktérego rozwigzaniu
otrzymywali szukang réznice ciggu (Przyktad 5. i Przyktad 6.).

Przykiad 5.
A 2 '4
6,75 = - AGS5
Leal, v L 2=4, =2 @iz c4-25%
J\’ + (A5 -A)¢ = o
",Z’OM i A0 =469 Ai_
\
[2ci, + Aur ==21 ] L
| a4 = > X
A -2c +Fc =44
BIF 1= _ =40
r = -2
Przyktad 6.
O™ -A s Bl st i3 oA '-/\"Q\A*QY’
56 = A Tt <AL o
,\~31.~/1~S ;
o), 8 Bl | it = _/1-~2v+(/\)'/0Y
\r ’»2 = T N ans = A 2v yAly
ok HOuas g T ‘/\*’/‘lY
A - __(‘_-—-—“/{‘W
5 e = .

i
CA-19) +EAMDY) .
5 A € LA

-350:<‘/]—2y4"/1’r/1/2vj'/\%
2530 (-1 T AOv ) -AS
-3%20 = =20 + A90y
2200 = A0V ]:AS0
bt ‘

OCLQ Q{)"LV\ALC« Cray va\{yvO‘y\ '2

(5
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Inni zdajacy zapisywali sume pietnastu poczgtkowych wyrazow ciggu w zaleznosci od
wyrazu trzeciego (Przyktad 7. i Przykfad 8.).

Przyktad 7.
= L g &
QLo (+1]) A = <
S5 (165
a,=a, + da
7y 5 T i
T Tl dal Tl e el [Thls | el et 5
e % id 8 116 7 “
- 17D <1 AS

()24 tlAl-a () + CA) tjn, +(A) 424 +EA) +54 +

L) AUl | HOA) @54 | # GAJ Fént [F[(-)r Fa 11180

HEA] #Ba | F (AN +10L 1t (A) tA4a. | 6 (A) $424=
= 15 ¥54

A8 +¥540 T 465
EAATUDIO| | 1-¥5%
[ = +21]

Przyktad 8.
Oy AT + 0 M= a3t Oyt foq P21 # 0y 31 tog e
F O 15Tt oy tbr 103 %0 + pat P to3+37 £t tas ti1y
£ oa T4 = 165

15, =37 + 7 r==165
15ay + 750 = 145
Ddps i, A5+ 175 72165
wagnt =2 =15 ¢ ¥ET=—165
A =65 t15
75 =150
754
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Czesto zdajgcy, ktérzy podjeli probe rozwigzania tego zadania, btednie interpretowali liczbe

(—165) jako pietnasty wyraz ciggu (Przyktad 9. i Przyktad 10.).

Przyktad 9. | |
Gy==T kb Ggt2r =T i
! CH:*?‘ZW‘ 3= "7
om0 %b) Qrtdy=-1
L At :‘Z
Gie = s HL0-1p e
- 91} = U{f}
~T165 = =1-2¢ 1 14 v e ol
e 7()?:@7 tigr
‘IZBZT = N2~y b
; ~169 = 2r~] f?zfr
' V= “Léf -‘(b?‘ ~"ﬁ
— 1 T6 T 13 ‘—76[1'112_{"
Przyktad 10.
Mg = A
& 45 = - AES
P{»L_pn.?r:“?
fi xfl,frszifr z=Acy
42r=104
poo. ACh 44
A" T
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Niektoérzy zdajacy mylili cigg arytmetyczny z geometrycznym (Przyktad 11. i Przyktad 12.).

Przyktad 11.

aq = -4 Sas =-A65 "
C i 2 A9
a4 oyt =A ~ A< S T Ay =
\5
W Q4= 5 <465 |=loly| 2LV
!’ , 2
A /\“C\/‘S
T EXAOE S~

A ATq |
~AGS = C\'q.‘ Arq,
A LAY |1
YT - !
\S
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Tradycyjnie wsrod rozwigzan zdajgcych pojawiaty sie takze btedy rachunkowe (Przyktad 13.
i Przyktad 14.).

Przykiad 13.

S.qg_;-/Z(o'}’ Az = 4 g "‘(%‘7)7‘
lal= = =4 -1 =aq * 20
6L = Z2a g+ (15-2)~ a5

2
+16C & a4 $ M5 a1

=
=T re ke
QX 4 374

- e R 2 % R ) |
165 = b

{1 e n= "2~ "1

1 oY |5 2l-2« ;)n—ﬂ‘-’fr . 714
XAy = s My il il

{ -49;:.’1}3_";{—2— g

(q 1A T =Pa +

L-65= (5 - 1) 15
alL=[—2lx|-[1

65 £ FHS x| -l1E
{ ol = 2l
VL aGE 150 =3 Ca

o= 2L
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e
Przyktad 14. - )
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Egzamin maturalny — matematyka. Komentarz

Trudnym dla zdajgcych (poziom wykonania réwny 41%) okazato sie réowniez dwupunktowe
zadanie 24. z geometrii analitycznej, w ktérym nalezato obliczy¢ dtugos¢ boku

réwnolegtoboku, znajgc wspoétrzedne dwdch jego kolejnych wierzchotkow oraz wspotrzedne
punktu przeciecia przekatnych.

Rozwiagzujac zadanie zdajgcy najczesciej wyznaczali wspotrzedne wierzchotka C,
a nastepnie obliczali dlugos¢ odcinka BC (Przyktad 15. i Przyktad 16.).

Przyktad 15.

T T L LAk L
|

W i | I e "E_l_'g ..... "9'"_1"'
L = “4 “1&_,_3__ b

ﬂh
|
-
-
>
=
li\

' | I N
(0 lelc] = (it (- A0)x (5-3-”.J1;-~--_-| L -
IRERRERT e EGARNEE _f_'_f.l__f_ﬁ | ]
EENLVERDY IBCh’TQ& 11 |
e ol o 0 i |0Q._-JT&I I a |!i ‘
ap Dijgpsdpolpal Bl fagagsi -1 1

Przykiad 16.

. D C
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Niektorzy tegoroczni maturzysci rozwigzywali to zadanie, stosujgc dwukrotnie twierdzenie
cosinusow (Przyktad 17.).

Przyktad 17.

pol < (;*25-5‘%:(;:)_—?: fENnsars +
u TW;TT {;ef@m‘@ z> (m (q; ]
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Ws$rdd rozwigzan pojawiaty sie btedy zwigzane z nieznajomoscig wtasnosci przekatnych
w réwnolegtoboku. Zdajacy w Przyktadzie 18. btednie przyjat, ze przekatne
w rownolegtoboku przecinajg sie pod katem prostym.

Przyktad 18.

a- >
[ APl = lpe|
(#2] = ((ey. 9" = Ve =(or
(P 3)s VGO (7ot = (arieyr =lan

[cet=(rs)"nlre)™
/C@’/z:ﬁﬁ,?)(f(ﬁ) = ( A4+CT = AOC
Ce < (10"

Przyktad 19. to rozwigzanie zdajgcego z btedem rachunkowym.

Przyktad 19.

\AP| = o) +(¥-e)=
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1
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b+% = Bl W
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Cﬁ?- Jbv«gos‘c Lol 4D Wyios NES
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Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najlepiej

Tegoroczni maturzysci najlepiej opanowali umiejetnosci:

1. zliczania obiektow stosujgc regute mnozenia

2. mnozenia wielomianéw jednej zmiennej i sprawdzania czy dana liczba jest pierwiastkiem
wielomianu

3. rozwigzywania nierébwnosci z wartoscig bezwzgledng i przedstawiania zbioru wszystkich
rozwigzan nieréwnosci na osi liczbowej

4. rozwigzywania rownan wymiernych, w ktérych wielomiany w liczniku i mianowniku
zapisane sg w postaci iloczynowej

5. wskazywania kata nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny podstawy.

Najtatwiejszym zadaniem w arkuszu dla poziomu podstawowego (poziom wykonania — 85%)
okazato sie zadanie 27., w ktorym zdajacy obliczali liczbe wszystkich kodow czterocyfrowych
utworzonych tylko z cyfr 1, 3, 6, 8, przy czym w kazdym kodzie kazda z tych cyfr
wystepuje dokfadnie jeden raz.

Nizszy o jeden punkt procentowy poziom wykonania (84%) odnotowano w zadaniu 8.,
w ktorym zdajgcy mieli okresli¢, czy dany wielomian jest iloczynem dwoch podanych
wielomiandw i czy dana liczba jest rozwigzaniem réwnania wielomianowego.

W zadaniu 1. zdajgcy musieli rozwigzac nieréwnos¢ z wartoécig bezwzgledna, stosujgc
interpretacje geometryczng i algebraiczng modutu. Poziom wykonania tego zadania byt
réwny 83%.

Zadanie 7. polegato na okresleniu liczby rozwigzan réwnania wymiernego, ktérego licznik
i mianownik byty wielomianami w postaciach iloczynowych. Poziom wykonania tego zadania
byt rowny 82%.

Zadanie 25.2. polegato na wskazaniu rysunku, na ktérym prawidtowo zaznaczono kat
nachylenia najdtuzszej przekatnej graniastostupa prawidtowego szesciokgtnego do
ptaszczyzny podstawy. Poziom wykonania tego zadania byt rowny 80%.

Zadania o wysokim wskazniku poziomu wykonania sprawdzaty, jak zdajgcy interpretuje
informacje przedstawione w tekscie matematycznym lub na rysunku oraz jak postuguje sie
prostymi pojeciami rozwigzania réwnania i iloczynu wielomianow. Zauwazmy, ze wymienione
wyzej zadania nie majg szerszego kontekstu oraz sg zadaniami jedno- lub
dwuczynnosciowymi.

W grupie osmiu zadan otwartych z tego arkusza znalazto sie jedno zadanie, ktére byto tatwe
dla zdajacych (zadanie 9. — poziom wykonania réwny 79%). Zadanie 9. polegato na
rozwigzaniu rownania wielomianowego metodg grupowania wyrazow.

Trzy zadania otwarte byly umiarkowanie trudne (zadanie 3., zadanie 14.1. i zadanie 30.).
Podkresli¢ nalezy, ze zdajgcy dobrze poradzili sobie z zastosowaniem klasycznej definicji
prawdopodobiehstwa (zadanie 30 — poziom wykonania 64%), a nawet z zadaniem

na dowodzenie, w ktorym nalezato uzasadni¢, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb
naturalnych dodatnich przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2 (zadanie 3 — poziom wykonania
rowny 56%).
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Problem pod lupg - zadanie optymalizacyjne.

W majowym arkuszu egzaminacyjnym dla poziomu podstawowego zadaniem otwartym,
ktore badato umiejetnos¢ dobierania i tworzenia modeli matematycznych przy rozwigzywaniu
problemow praktycznych z zakresu wykorzystania i interpretowania reprezentacji (Il obszar
wymagan ogolnych), byto zadanie 31. Przypomnijmy jego tresc:

W schronisku dla zwierzat, na ptaskiej powierzchni, nalezy zbudowac ogrodzenie z siatki
wydzielajgce trzy identyczne wybiegi o wspdlnych Scianach wewnetrznych.

Podstawg kazdego z tych trzech wybiegow jest prostokat (jak pokazano na rysunku).

Do wykonania tego ogrodzenia nalezy zuzy¢ 36 metréw biezgcych siatki.

Schematyczny rysunek trzech wybiegow (widok z géry).
Linig przerywang zaznaczono siatke.

I
I
I
I
I
I
wybieg 1. : wybieg 2. wybieg 3.
I
I
I
I
I

Oblicz wymiary x oraz y jednego wybiegu, przy ktérych suma pdl podstaw tych trzech
wybiegow bedzie najwigksza. W obliczeniach pomin szerokos¢ wejscia na kazdy
z wybiegdw. Zapisz obliczenia.

Umieszczenie w arkuszu zadania optymalizacyjnego nie mogto by¢ zaskoczeniem dla
zdajgcych egzamin maturalny z matematyki. Podstawa programowa matematyki
zapowiadata w zakresie wymagan szczegotowych, ze zdajacy ,rozwigzuje zadania
optymalizacyjne w sytuacjach dajgcych sie opisac funkcjg kwadratowg”. Nalezy takze
zauwazyc¢, ze zadania optymalizacyjne byly tematem zadan egzaminacyjnych w kolejnych
arkuszach poprzedzajgcych majowy egzamin maturalny. Ponadto podobne zadanie
optymalizacyjne zostato umieszczone w Informatorze maturalnym.

Zadanie 31. badato umiejetnosc rozwigzania zadania optymalizacyjnego w sytuacji dajacej
sie opisac¢ funkcjg kwadratowg i nawigzywato do kontekstu praktycznego. W tym zadaniu
nalezato obliczy¢, jakie wymiary powinien mie¢ pojedynczy wybieg, aby suma pdl podstaw
trzech wybiegow byta najwieksza przy zatozeniu, ze do ogrodzenia wybiegdw nalezy zuzy¢
36 metrow siatki. Zadania tego typu na poziomie podstawowym wykorzystujg wtasnosci
funkcji kwadratowej. W tym zadaniu zdajgcy musieli zbudowa¢ model matematyczny sytuacji
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opisanej w zadaniu, aby nastepnie zbadac¢ wtasnosci tego modelu. Niestety bez zbudowania
wzoru funkcji zdajgcy nie mogli przystgpi¢ do obliczenia (wskazania) argumentu, dla ktérego
funkcja kwadratowa przyjmuje najwiekszg wartos¢ oraz do obliczenia wymiaréw wybiegu.
Niski poziom wykonania tego zadania wynika z faktu, ze uczniowie majg trudnosci

z budowaniem poprawnej strategii rozwigzania zadania kilkuetapowego oraz

z modelowaniem matematycznym. Brak umiejetnosci zbudowania wzoru funkcji powodowat,
ze zdajgcy nie podejmowali sie rozwigzania tego zadania. Wprowadzenie kontekstu
realistycznego mogto by¢ réwniez czynnikiem, ktoéry zdecydowat o nie najlepszym wyniku
zdajgcych w tym zadaniu.

Czes¢ zdajagcych wiasciwie interpretowala tre$¢ zadania i prawidtowo budowata model —
wyznaczata wkasciwy wzor funkcji, a nastepnie okreslata wymiary pojedynczego wybiegu, dla
ktérego suma pdl podstaw trzech wybiegdéw jest najwieksza (Przyktad 20.).

Przyktad 20.

) \
A A -5 v V '(zv\z_,tv'\')/*;'\\- ,th\,"' LA
5 7 & A\ o o —
£lul= = 7y + LHu Lla)ymax dla = M
] ) L
b ;L b _
N P p— N - )\ . R = A A - /' ~
0= 20, — A & A= 1= -J- 2 =42
| - L
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Poniewaz zadania z tego arkusza rozwigzywali takze ci zdajacy, ktérzy wybrali matematyke
jako przedmiot dodatkowy na egzaminie maturalnym na poziomie rozszerzonym, wiec
niektoérzy ze zdajgcych wprowadzali elementy rachunku rézniczkowego do rozwigzania tego
zadania (Przyktad 21.).

Przyktad 21.

L=B26 ([m]
PA*PA + P3| | 3P =| P
P = PMAax <EP | x| = ?

n)l L= 2'?)LA/+ Hixl = 6ulrliak |3 34

R B fyl = 3‘%—4><
n 26 —4 X
- 6
2) |1 el ) 26 4 X Ji_ L A6 —4X o
PO 3R = BX = ETA T S LT F
=X ABR T 12X T x A8
2) [ X>#4 0 L X7 0 L x|70
( {‘.67‘@0 5 1 {%6‘4)( 76 =7 {4x<%6 =t
>
A Y T e A S G,
4) P(X) = —2XZ +A8x, D=(0.9)
P'(X)= (2)2x +148 = —-4x |+A8
5) PI(x) =0 2 | 94X |A8 F O
ot +/'1—/_1& :O
q
KT T=4ra T Emd
= [;P‘# < 044)| 44 |¢4%9)
4 g’»ﬁx pix)|  + O —
N PCx) | ~ % NN

7)  Z monotorkowmost P(X) wymio, ze
N GUAL N LWL Looumne. qent = malisumunwt

Q,Lobcwm{vw flumkcﬂ&‘_ A zotem
P(X)= Fuax <=> (x:é% Em31, 4=

36 44,5 o |
5 s Em])

P(x) = Puax <=7 (X=4%Em], "A‘—%[m])
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Duza grupa zdajgcych badata pole podstawy jednego wybiegu, poniewaz suma pél podstaw
trzech wybiegdw bedzie najwieksza, gdy pole podstawy jednego wybiegu bedzie najwigksze
(Przyktad 22.).

Przyktad 22.

i
|

Wsrod rozwigzan zdajgcych byto takze sporo btedow na etapie budowania modelu —
zapisania wtasciwego wzoru funkcji. Cze$¢ zdajgcych pomijata jedng krawedz podstawy
(Przykfad 23.), a czasem widziata wiecej krawedzi niz byto w rzeczywisto$ci (Przyktad 24.).

Przyklad 23.
XAy = AL
e Rl e i |

:N&J;...‘s(e Waig &Q{'H'GSL Jﬁnmﬁa bgcfzie rruua.C:k i
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Przyktad 24. E/ \/LQ &' /%/ 5 [Zx*Q >:SL
y\é\q& W Xé[[’/é%f/ %j 5

X3
| ?f;% fe»wxwf’ 14 -ﬁx 1321
SWIL6-5)> x (1843 =3 2+ 18x MW

336“533 %é 10,5/ SWE o8] A [N P VIY)
e s

W tego typu zadaniach zwykle mamy do czynienia z pewng liczbg prac, w ktérych zdajgcy
jedynie obliczajg wartos¢ pola dla wybranych par liczb x oraz y ina tej podstawie
wskazujg najwiekszg wartosc pola (Przyktad 25.).

Przyktad 25.

6=y gy

7 " L | Lyz3l |
s
NE 3[‘53 A \/‘216 , + -
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L e
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Analiza jakosciowa zadan — poziom rozszerzony
Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najstabiej

Na poziomie rozszerzonym, podobnie jak to byto w roku ubiegtym, najwiecej trudnosci
przysporzyly maturzystom zadania badajgce umiejetnosci z obszaru Rozumowanie

i argumentacja.

Najtrudniejszym zadaniem tegorocznego egzaminu okazato sie zadanie 8., w ktorym
nalezato przeprowadzi¢ dowod geometryczny. Poziom wykonania tego zadania to 15%.
Niewiele wyzszy poziom wykonania (18%) miaty jeszcze trzy inne zadania arkusza:
zadanie 6. — z kombinatoryki, zadanie 9. — z planimetrii i zadanie 11. — z geometrii
analityczne;.

Rozwigzujacy zadanie 8. musieli udowodnic, ze jesli trojkgt ABC nie jest rownoramienny
i kat przy wierzchotku B tego trojkata jest dwa razy wiekszy od kata przy wierzchotku A,
to miedzy dtugos$ciami bokéw tego trojkata zachodzi zwigzek |AC|? = |BC|? + |AB| - |BC|.

Sposoby rozwigzania tego zadania mozna podzieli¢ na dwie klasy. Jedng klase stanowig
rozwigzania, w ktorych zdajgcy stosujg jedynie aparat planimetrii bez angazowania
trygonometrii; drugg klase stanowig rozwigzania, w ktérych maturzysci stosujg trygonometrie
— tutaj: twierdzenie cosinusow i twierdzenie sinuséw.

Przyktad 1R przedstawia kompletne rozwigzanie z pierwszej klasy rozwigzan.

Zdajgcy poprowadzit dwusieczng kgta ABC i wykorzystat zatozenie o tym, ze kat ABC jest
dwa razy wiekszy od kata BAC. Narysowanie tej dwusiecznej jest najistotniejszym
elementem tego sposobu rozwigzania. Maturzysta uzyskat w ten sposéb trojkat
réwnoramienny ABD oraz trojkgt BDC podobny do trojkgta ABC, co wprost wynika

z cechy kat-kat-kat podobienstwa tréjkgtéw. Nastepnie zastosowat twierdzenie o dwusieczne;j

oraz skorzystat z podobienstwa tréjkgtow i zapisat wynikajgce stgd proporcje: % = f oraz

. Dalej wyrugowat z tych dwéch zwigzkow wielko$¢ x, a otrzymang zaleznosc¢

QlTRIQ
Sl |

= % przeksztatcit do postaci b? = a? + ac.

Przyktad 1R.

B}) = cju,'.k—,‘(‘('mx'\. [,_:.‘t,--_, ABC
katy BAD 4| ABD g rbne |, i Tt ABD fost rivuncrmimionsy

-t"?’ﬂ‘f"ftj ARC A DBC ag F.»-Hr,& (elewe)

I
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H

glo-
N |x
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o \o-
!

e ale

Zdajacy, ktorzy rozwigzywali zadanie sposobem zaprezentowanym w Przyktadzie 1R, czesto

popetniali btedy przy przeksztatceniach algebraicznych (Przyktad 2R).

Autor tego rozwigzania zapisat wprawdzie obydwa zwigzki wynikajgce z twierdzenia
b—-m

o dwusiecznej i podobiehstwa tréjkgtow, ale przeksztatcajgc pierwszy z nich % —
popehit btgd i nie postawit nawiasu wokét roznicy (b — m). Wskutek popetnionego btedu

. . s bc . .
uzyskat niepoprawng zaleznos¢ m = —; inie otrzymat tezy.

Przyktad 2R.

P

.= ¢ m.
ARECE QUmtam = be
l‘m- ; .
b bC P74 )’h(Q*'/(]-’L)ﬁ ! '.yfbg'//[}
T bc S
- =

Inny pomyst, ktéry sie pojawiat w pracach zdajgcych i pozwalat na przeprowadzenie tego
dowodu bez angazowania trygonometrii, polegat na poprowadzeniu wysokosci CD tréjkata
ABC isymetrycznym odbiciu powstatego w ten sposéb trojkata prostokgtnego BCD
wzgledem prostej CD. W ten sposdb otrzymujemy tréjkat prostokatny ECD oraz dwa
trojkaty rownoramienne BCE i AEC. Dalsze rozumowanie wymagato rozpatrzenia dwoch
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przypadkéw: gdy punkt D lezy na boku AB oraz gdy punkt D lezy na przedtuzeniu boku AB
(zobacz rysunki).

W pierwszym z przypadkéw nalezato zauwazy¢, ze |BC| = |EC| = |AE| = a oraz
o

|BD| = |ED| = Ta a nastepnie zapisa¢ dwa rownania wynikajgce z twierdzenia Pitagorasa
—a\2 N2

dla tréjkatéw BCD i ACD: h? = a? — (ﬂ) oraz h? = b? — (a n u) _
2 2

Stad uzyskato sie zaleznos$¢ miedzy wielkosciami a, b i c:

(G =h (o Y

z ktorej po przeksztatceniach uzyskiwato sie teze:

b= a4 (a+0) - (20

2 2
2 _ 2
2 o c+a> B c—a
bc=a +( > ( > )
bz_a2+(c+a c—a)(c+a+c—a>
- 2 2 2 2

b? = a? + ac

Rozumowanie w drugim przypadku jest bardzo podobne do tego, co w pierwszym przypadku

— réznica polega na tym, ze tym razem dtugosci odcinkdéw BD i ED sg rowne |BD| = |ED| =
a—c

T2
Maturzysci, ktérzy wybrali ten sposéb rozwigzania, czesto nie dostrzegali dwoch mozliwych
potozeh punktu D lub nie komentowali w zaden sposéb kwestii drugiego przypadku (jak

w przedstawionym Przykfadzie 3R) jak réwniez wykazywali duze braki w opanowaniu
elementarnych przeksztatceh wyrazen algebraicznych (Przyktad 4R).
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Przyktad 3R.

= |BL|” + |ADB| ' |BL|
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Przyktad 4R.
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Cechg wspdlng obydwu zaprezentowanych sposobow rozwigzania zadania 8. jest to,

ze dorysowanie odpowiedniego odcinka lub odcinkéw (w pierwszym sposobie byta

to dwusieczna kata ABC, w drugim — wysokos$¢ CD i odcinek CE) — umozliwia
przeprowadzenie petnego dowodu przy wykorzystaniu umiejetnosci, ktére nie wykraczaja
poza zakres podstawowy.

Przewazajgca czes¢ zdajgcych rozwigzywata zadanie 8. z wykorzystaniem trygonometrii.
Naijliczniejszg grupe tej klasy rozwigzan stanowity prace, w ktérych maturzysci

wykorzystywali jednoczesnie twierdzenie sinusow oraz twierdzenie cosinuséw. Zastosowanie

twierdzenia sinuséw prowadzito do zwigzku b ¢ (gdzie a i b oznaczajg dtugosci

sin2a sina

bokéw — odpowiednio — BC i AC trojkata ABC, natomiast a i 2a — miary katow lezgcych
naprzeciw tych bokow). Stad, po zastosowaniu wzoru na sinus podwojonego kata,
wyznaczano cosinus kata @ w zaleznosci od a i b. Nastepnie stosowano twierdzenie
cosinuséw dla kata a albo dla kata 2a, otrzymujgc réownosé a? = b? + ¢? — 2bc - cos a lub
b%? = a? + c? — 2ac - cos 2a.

. , . . o . .- b
Wstawienie do pierwszej z tych réwnosci wstawi¢ w miejsce cos a utamka 2a pozwalato

otrzymaé zwigzek a? = b? + ¢? — 2bc - %, z ktérego poprzez przeksztatcenia otrzymywano

teze.
Wykorzystanie réwnosci b? = a? + ¢? — 2ac - cos 2a wymagato wczesniejszego
zastosowania wzoru na cosinus podwojonego kata i zapisaniu tej réwnosci w postaci

. . - . . b
b? = a® + ¢* — 2ac - (2cos? a — 1). Wowczas wstawienie w miejsce cos a wyrazenia -~

b2
b2=a2+cz—2ac-<2(—) —1)
2a

z ktérego po przeksztatceniach otrzymywano teze.

prowadzito do zwigzku

Przyktad 5R to ilustracja opisanego powyzej sposobu rozwigzania, w ktérym maturzysta
zapisat obie rownosci wynikajgce z twierdzenia cosinuséw (dla kata « i dla kata 2a), ale
w toku rozwigzania wykorzystat jedynie te pierwsza.

Przyktad 5R.
|AC|?> = |BC|? + |AB| - |BC|
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7o alt=Qlat a’=cfa+ b(ar-t)
& A+ | O a ca
lac|®= 1Bci |AB]- (B | CKE

Przyktad 6R to z kolei ilustracja opisanego powyzej sposobu rozwigzania, w ktorym
maturzysta zapisat rownos¢ wynikajgcg z twierdzenia cosinuséw dla kata 2a.

Przyktad 6R.
xar: 18C17 (4B] #1B¢C] T

4 A 14
2 pBC= 2-3BAC i il
wedh 4ABC-=p
$PAL < needs (AB|=c
I B =&
= dee 1Aul=b
2 L. 5inuaow £ e 0,480°)
b
O o?\?\ob = 5in 68n°¢,otnp¢0
U a,b,crO
il 4in2k
& . L
5»’“«6%&%
R “Tor b
(O 9% F Ja

2 b, 05NUH0D

44
btz tral-dac-wsh
b2z (® 4at-dac - wsdot
NLE AR T-RE_ Qac_(icos‘ac‘ﬂ

b2=ctal ‘&&c(g-zxf’;?w/()
52"(—2’9\} ~<§!ac("%‘/()
szCikql~&f.¥%; *iqc
ba=ceat T v %k
B ()
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b2 (A4 = (mcta]t
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z
z ‘é(aﬁc]f (eesc) /clasd bg &,C70

(A =16t + 1AD)-18()
end

S——

Uzycie trygonometrii w niektérych rozwigzaniach ograniczato sie do zastosowania definicji
tangensa kata ostrego i wzoru na tangens podwojonego kata. Takg sytuacje mozemy
zaobserwowac w Przyktadzie 7R.

Maturzysta poprowadzit wysoko$é CD tréjkgta ABC i otrzymat w ten sposéb dwa tréjkaty
prostokatne ADC i BDC. W pierwszym z nich wyznaczyt tg a, w drugim wyznaczyt tg 2a.

Z otrzymanych réwnosci i ze wzoru na tangens podwojonego kata wyznaczyt h? (kwadrat
wysokosci CD) w zaleznosci od dtugosci ¢ boku AB oraz dlugosci x odcinka AD. W dalszej
czesci dowodu zapisat rownosci wynikajgce z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego

do kazdego z trojkgtow ADC i BDC. Z otrzymanych zaleznos$ci, wyprowadzit teze. Nalezy

tu podkresli¢, ze autor tego rozwigzania, podobnie jak to byto w Przyktadach 3R i 4R, nie
rozpatrzyt przypadku, gdy spodek wysokosci opuszczonej z wierzchotka C lezy poza bokiem
AB. Wtedy kat ostry przy wierzchotku B w tréjkgcie prostokgtnym BDC jest réwny

(180° — 2a), a tangens tego kata jest réwny tg(180° — 2a) = ﬁ (przy oznaczeniach
autora).

Przyktad 7R.

L4 L LT[ X D ¥ B
kéz—x LR 0=Cc—x)%h’ ﬁ%:%
b= Xt Xt /a ()T (el | [0 "
g aaaoe s  ARREURRT L4 S
b &M o= el AT (M Q(C"x)f |
?é Mﬂx 7 f:i‘qézﬂl{i SX R4 22:?;32)&%
al =YX -dxc et THW T4 =G =y
ai‘ﬁ;:clc XW?W’Z“? |

| @ ot c&xc
x~c)
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al= Q%(QX‘C>”¢(2’7‘—C) )
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Wystgpity, cho¢ bardzo nieliczne, rozwigzania, w ktérych zdajgcy w znaczacy sposéb
wykorzystywali trygonometrie, nie ograniczajgc sie tylko do zapisania rownosci wynikajgcych
Ze wzoru cosinusow lub wzoru sinusow.

W kolejnym Przyktadzie 8R maturzysta wykorzystat twierdzenie sinuséw dla wszystkich
a C a

. " : . .. b _
trzech katow tréjkata ABC, otrzymujgc zaleznosci e sma o Sn(1803@) — sima’

Z pierwszej z nich, po wczesniejszym zastosowaniu wzoru na sinus podwojonego kata,
otrzymat réwnos$¢ b = 2 cos a - a, natomiast z drugiej otrzymat (po zastosowaniu wzoru
redukcyjnego i wzoru na sinus sumy katéw) réwnos$é ¢ = (2 cos? a + cos 2a) - a. W ten
sposob uzaleznit wielkosci b i ¢ od wielkosci a, cos a oraz cos 2a. Otrzymane rownosci
wykorzystat w kolejnym kroku swojego dowodu. Przeksztatcit kazdg ze stron dowodzonej
rownosci do tej samej postaci 4 cos? a - a2, kofczgc w ten sposéb dowadd. Analizujgc to
rozwigzanie, mozna zauwazyc, ze autor miat obmyslong doktadng strategie
przeprowadzenia dowodu, ktorg krok po kroku zrealizowat. Podkre$li¢ tez nalezy, ze
wprowadzajgc czytelne oznaczenia w postaci znakow: @ @ @ @ maturzysta zadbat
0 precyzje i jednoznacznosé przeprowadzonego dowodu. Taka sytuacja nie jest powszechna

— tylko niewielki odsetek zdajgcych dba o precyzyjne i jednoznaczne zapisanie rozwigzania
tam, gdzie jest to konieczne.

Przykiad 8R.

M 2ovalenia
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Kolejne trzy przykfady ilustrujg najczesciej wystepujacg sytuacje wsrod tych zdajgcych,
ktorzy podjeli probe rozwigzania tego zadania, ale nie pokonali zasadniczych trudnosci tego
dowodu, a wiec nie zapisali zaleznos$ci miedzy wielkosciami a, b i c. Po wyznaczeniu katow
trojkata ABC, zapisywali tylko rownosci wynikajgce z twierdzenia cosinusow (Przyktad 9R

i Przyktad 10R), ewentualnie jeszcze réwnos$¢ wynikajgca z twierdzenia sinuséw

(Przyktad 11R). Duza cze$¢ zdajgcych, ktdra podjeta sie tego zadania, albo na tym
poprzestawata, albo w dalszej czesci swojego rozwigzania podejmowata nieudane préby
przeksztatcania tych zaleznosci w celu otrzymania tezy.

Przykiad 9R.
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Przyktad 10R.

/

> 44 4

[ f4c]’- ) +hrf? =21 B ] o dx 7R
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Do zadan, z ktérymi zdajgcy poradzili sobie bardzo stabo na tegorocznym egzaminie, nalezg
takze: zadanie 6., zadanie 9. i zadanie 11. Poziom wykonania kazdego z tych zadan jest
réowny 18%. Wszystkie te zadania badajg umiejetnosci z obszaru Rozumowanie

i argumentacja.

Zadanie 6. dotyczyto kombinatoryki. W tym zadaniu nalezato zliczy¢, ile jest liczb
naturalnych o nastepujgcej wlasnosci: w zapisie dziesiethym nie powtarza sie jakakolwiek
cyfra oraz doktadnie trzy cyfry sg nieparzyste i doktadnie dwie cyfry sg parzyste.
Rozwigzujgc to zadanie, musimy najpierw wywnioskowac, ze rozwazane liczby sg
pieciocyfrowe. Tej informacji nie ma wprost zapisanej w tresci zadania, co dla niektérych
maturzystéw stanowito trudnosé, ktérej nie pokonali. Ustalenie tego faktu to warunek
konieczny rozwigzania omawianego zadania.

Mozna wyrdznic trzy sposoby rozwigzania tego zadania. Omowimy po kolei kazdy z nich,
ilustrujgc je przyktadami w petni poprawnych rozwigzan oraz rozwigzan czesciowo
poprawnych.

Pierwszy sposéb rozwigzania, ktory wybierata najliczniejsza grupa maturzystéw, polegat na
rozpatrzeniu dwoch przypadkéw ze wzgledu na to, czy pierwsza cyfra (liczac od lewej strony)
rozpatrywanej liczby jest parzysta czy nieparzysta. W kazdym z tych przypadkéw nalezato
obliczy¢, ile jest wszystkich tego typu liczb, a nastepnie, wykorzystujgc regute dodawania,
zsumowac otrzymane liczby. Ten sposob rozwigzania ilustruje Przyktad 12R.

Zdajacy najpierw zapisat informacje zawarte w tresci zadania, nastepnie zapisat, ze cyfra 0
nie jest na poczatku. To wtasnie cyfra zero powoduje, ze w tym sposobie rozwigzania nalezy,
oddzielnie zliczy¢ liczby, ktére zaczynajg sie cyfrg parzystg (a zero takg cyfrg jest)

i oddzielnie zliczy¢ te liczby, ktére zaczynajqg sie cyfrg nieparzystg. Autor tego rozwigzania

Strona 42 z 78




Sprawozdanie za rok 2024

takie wkasnie dwa przypadki rozwazyt, wyjasniajgc przy tym znaczenie wprowadzonych
4
1
prawie wszystkie czynniki wystepujgce w tym iloczynie. Podobnie postapit w drugim

przez siebie symboli. W pierwszym przypadku zapisat iloczyn 4 - ( ) -4 -5 -4 -3, objasniajgc
przypadku. Tu takze zaden czynnik poprawnie zapisanego iloczynu 5 - ( ) 5:4-4.3nie

zostat bez objasnienia. Oba iloczyny 3840 i 7200 zostaty poprawnie obliczone; poprawnie
tez zostata obliczona suma 3840 + 7200. Liczba 11040 to poprawny wynik.

Przyktad 12R.
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Bardzo czestym btedem popetnianym przez zdajgcych, ktorzy obrali ten sposob rozwigzania,
byto niepoprawne przeanalizowanie jednego z dwoch rozpatrywanych przypadkow.

Przyktad 13R przedstawia czeSciowo poprawne rozwigzanie.

Tu takze zdajgcy rozwaza dwa przypadki. W pierwszym przypadku, zatytutowanym przez
zdajgcego: Na poczatku jest liczba nie parzysta, rozpatruje on liczby zaczynajgce sie cyfrg
nieparzystg. Ten przypadek zdajgcy przeanalizowat poprawnie, cho¢ objasnit tylko, co

oznaczajg drugi i trzeci czynnik zapisanego iloczynu 5 - (;}) +4-3-5-4. Samiloczyn tez

zdajacy obliczyt poprawnie. Tytut, jaki nadat zdajgcy drugiemu z rozpatrywanych
przypadkéw: Na poczatku jest liczba nieparzysta, jest prawdopodobnie zwyktym
przeoczeniem pisarskim (zamiast wyrazu parzysta jest po raz drugi zapisane nieparzysta).

Tak mozna sadzi¢ na podstawie pierwszego czynnika iloczynu 4 - (;L) +4-3-5-4. Niestety

2) i tym razem nie wyjasnia, co oznaczajg poszczegolne

czynniki. Jesli ten symbol Newtona oznacza wybor dwédch miejsc sposrod czterech (od

dalej autor rozwigzania pisze (
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drugiego do czwartego), to by¢ moze jednak sg to miejsca przeznaczone dla dwoch cyfr
parzystych, a wtedy zdajgcy popetnia btgd w rozumowaniu. Réwnie dobrze symbol ten moze
oznaczac wybor dwoch cyfr sposréd czterech. Tak, czy inaczej w tym miejscu rozwigzania
jest btad i nie jest to zwykty btagd rachunkowy.

Przyktad 13R.
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Przyktad 14R takze ilustruje ten sam sposob rozwigzania.

Wynik, jaki uzyskat ten maturzysta w kazdym z rozpatrywanych przypadkow, jest btedny.
Tym razem jednak mozemy doktadnie zdiagnozowac btad, jaki tu wystepuje. We wstepnej
ocenie, zapisany w pierwszym przypadku iloczyn 4 -4 -4-3-5-2-4 -1 - 3 i znajdujgce sie
pod nim objasnienia wydajg sie poprawne. Pierwsza zapisana liczba 4 to liczba sposobdw
ustalenia pierwszej cyfry rozpatrywanej liczby, gdy cyfra ta jest parzysta. Drugi czynnik
(réwniez 4) oznacza liczbe wyboréw jednego z pozostatych czterech miejsc dla drugiej cyfry
parzystej. Ten czynnik tez jest poprawny. Trzeci czynnik tego iloczynu (ponownie 4) oznacza
liczbe sposobdw, na jakie mozna wybraé drugg cyfre parzysta. Tak rzeczywiscie jest, gdyz
po zapisaniu na pierwszej pozycji pierwszej — réznej od zera — cyfry parzystej mamy

do dyspozycji cztery pozostate cyfry parzyste, z ktérych jedng zapiszemy na jednym

z wybranych miejsc od drugiego do pigtego. Nastepny czynnik, jakim jest liczba 3, to liczba
wyborow jednego sposréd trzech pozostatych wolnych miejsc. Kolejny czynnik 5, to liczba
wyborow pierwszej cyfry nieparzystej sposrod pieciu dostepnych. W ten sam sposéb
maturzysta objasnia kolejne czynniki, ktore tgczy w pary wedtug zasady: liczba wyborow
miejsca razy liczba wyborow cyfry, ktérg na to wybrane miejsce stawia. Niestety popetnia on
btad, zapisujac iloczyn wszystkich tych czynnikéw, gdyz uwzglednia w ten sposob zaréwno
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kolejnos¢ wybieranych pojedynczo miejsc dla cyfr nieparzystych, jak i kolejnos¢ wybieranych
cyfr nieparzystych, a przeciez kolejno$¢, w jakiej wybieramy miejsca dla tych trzech cyfr
nieparzystych, nie ma znaczenia. Te miejsca sg ustalone. Zatem zaznaczone kolorem
czerwonym w iloczynie 4 -4 -4-3-5-2-4-1-3 czynniki 3, 2 i 1 nie powinny sie pojawi¢.
Wtedy iloczyn bytby rowny 4 -4 -4 -5 - 4 - 3 = 3840. Doktadnie ten sam bigd
kombinatoryczny maturzysta popetnit w drugim z rozpatrywanych przypadkéw. Btad ten,
ktéry mozna bytoby nazwac¢ btedem multiplikacji, pojawiat sie stosunkowo czesto — nawet
wsrod maturzystow, ktdrzy osiggneli dobry wynik ogolny egzaminu. Niekiedy nie jest on tak
tatwy do stwierdzenia (zobacz Przykiad 15R).

Przyktad 14R.
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Przyktad 15R — tutaj sposob rozwigzania jest ten sam, co poprzednio. Maturzysta rozpatrzyt
dwa przypadki. W pierwszym — gdy pierwsza cyfra jest parzysta — zapisat przyktadowg
cyfre 2, wyjasniajgc pod spodem, ze na tym miejscu mozna postawic jedng z cyfr: 2, 4, 6, 8.
Dalsze objasnienia sg bardzo skrotowe. Istotny jest natomiast zapisany w tym przypadku
poprawny iloczyn i jego wynik 3840. W drugim rozpatrywanym przez siebie przypadku

maturzysta zapisat niepoprawny iloczyn 5 - (41}) -4 - (i) -3-5-4. Jest on niepoprawny,

a z objasnien, jakie zdajgcy zapisat nad tym iloczynem, wynika, Ze popetnit btgd multiplikaciji
— uwzglednit niepotrzebnie kolejno$¢ losowanych pojedynczo miejsc dla drugiej i trzeciej
liczby nieparzystej. Btedny wynik jest zatem dwukrotnie wigkszy od wyniku poprawnego.
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Przyktad 15R.
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W Przyktadzie 16R wystepujg btedy jeszcze innego rodzaju. Maturzysta rozpatruje dwa
przypadki ze wzgledu na parzystos¢ pierwszej cyfry. Tym razem objasnien poszczegdlnych
czynnikow zapisanych iloczynéw w zasadzie nie ma, poza zapisanymi ciggami nnnpp,
ppnnn, z ktérych (poza pierwszg cyfrg) mozemy jedynie ustalié, ile cyfr parzystychiile
nieparzystych znajduje sie na miejscach od drugiego do pigtego. Mozemy jednak

z zapisanych iloczynéw wywnioskowac¢ znaczenie poszczegolnych czynnikow, a tym samym
ustali¢, jaki btgd popetnit autor rozwigzania. lloczyn 5 - (4 - 3) - 2! - (5 - 4) - 2!, ktory po
znaku réwnosci ma posta¢ 5-2 -4 -3 -2 -5 - 4, w ktérej nie ma juz nawiaséw ani symbolu !,
pozwala ustali¢ znaczenie poszczegdlnych czynnikéw. Pierwszy czynnik 5, to oczywiscie
liczba sposobow wylosowania pierwszej cyfry rozpatrywanej liczby, a wiec nieparzystej, bo
taki wiasnie przypadek rozpatrujemy. Kolejne dwa czynniki 4 i 3 (ujete w nawias) opisujg
liczbe sposobow wylosowania drugiej i trzeciej cyfry nieparzystej. Takie samo znaczenie ma
iloczyn (5 - 4), tyle, ze w odniesieniu do cyfr parzystych. Piszgc pierwszy czynnik 2!,
maturzysta najprawdopodobniej chciat uwzgledni¢ jeszcze przestawienie drugiej i trzeciej
cyfry nieparzystej. Analogiczne znaczenie ma drugi z zapisanych czynnikéw 2!. Btad, jaki

tu wystepuje, polega na tym, Zze autor ustalit miejsca dla dwdch cyfr nieparzystych (ktores
dwa od drugiego do czwartego) i dwa pozostate dla dwdch cyfr parzystych. Nie potrafit
jednak policzy¢ liczby wyborow dwoch miejsc sposrod czterech. Nie mozna jednak twierdzic,
ze nie zdawat sobie z tego sprawy. Swiadczy o tym zapisana na prawym marginesie
rozwigzania proba wypisania wszystkich ciggow pieciowyrazowych sktadajgcych z trzech
liter n i dwéch p, ktérych pierwszym wyrazem jest litera n. Maturzysta wypisat cztery takie
ciggi, zaczat pisac pigty i na tym zakonczyt. Szkoda, bo tych ciggéw jest tylko sze$¢. Nalezy
tu jeszcze dodac, ze metoda zliczania liczby takich ciggéw (binarnych), polegajgca na
~przesuwaniu” w prawo o jedno miejsce drugiej litery p, w ktérej w tym zadaniu otrzymujemy
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kolejno ciagi: nppnn, npnpn, npnnp, nnppn, nnpnp, nnnpp, jest jedng z elementarnych metod
kombinatorycznych. Zdajgcy tej metody nie zrealizowat. Podsumowujac, gdyby w zapisanym
przez maturzyste iloczynie zamiast czynnikéw 2!, 2! byt jeden czynnik 6, to cate rozwigzanie
zadania bytoby poprawne. Analogiczny btad wystepuje w drugim przypadku.

Przyktad 16R.
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W kolejnym Przykfadzie 17R maturzysta prébowat wypisa¢ najpierw wszystkie ciagi
pieciowyrazowe ztozone z dwadch liter P i trzech liter N. W kazdym z utworzonych w ten
sposo6b siedmiu przypadkéw poprawnie zapisat liczbe rozpatrywanych liczb, a otrzymane
wyniki zsumowat. Wynik koncowy, jaki uzyskat, jest jednak niepoprawny. Zapis wskazuje, ze
zdajacy wypisywat ciggi pieciowyrazowe ztozone z dwadch liter P i trzech liter N bez obrania
jakiegokolwiek metodycznego sposobu postepowania. Zapisujgc siedem ciggow: NNNPP,
NNPNP, NNPPN, NPNPN, NPPNN, PNPNN, PPNNN, pominat niestety jeszcze trzy. Gdyby
wypisywat te ciggi, stosujgc na przyktad metode ,przesuwania” o jedno miejsce w prawo
litery P, to otrzymatby:

PPNNN, PNPNN, PNNPN, PNNNF, NPPNN, NPNPN, NPNNF, NNPPN, NNPNP, NNNPP
(na czerwono zaznaczone zostaty ciggi pominiete przez maturzyste).

Oczywiscie liczbe tych ciggdw mozna tatwo ustali¢, gdyz jest to liczba wyboréw dwéch
miejsc z pieciu, a wiec jest ona réwna 10. Zamiast zapisanej sumy 5 - (1200) + 2 - (960)
nalezato zapisa¢ 6 - (1200) + 2 - (960), wtedy otrzymaliby$my poprawng odpowiedz:
11040.

Przykfad 17R.
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O ile w Przyktadach 16R i 17R zdajacy podieli probe ustalenia liczby wyborow dwéch miejsc
sposréd czterech, cho¢ w efekcie poprawnie jej nie ustalili, to w wielu rozwigzaniach liczba
wyboréw miejsc w ogéle nie zostata uwzgledniona. Takg sytuacje ilustruje rozwigzanie

z Przyktadu 18R.

Przyktad 18R.
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Drugi z najczesciej obieranych sposéb rozwigzania polegat na obliczeniu liczby wszystkich
réznowartosciowych ciggdéw pieciowyrazowych, ktérych dwa wyrazy to cyfry parzyste,

a pozostate trzy to cyfry nieparzyste, nastepnie obliczeniu liczby tych sposrdd nich, ktérych
pierwszy wyraz jest zerem i odjeciu od pierwszej z otrzymanych liczb drugie;.

Peing realizacje tego sposobu rozwigzania przedstawia Przyktad 19R.

Maturzysta od razu zapisat réznice (g) -5:-4-3- (%) -5-4— (g) -5-4-3 -4, thumaczac,

CO 0znaczajg pierwszy i pigty czynnik odjemnej i co oznacza caty odjemnik. Wszystkie jego
dalsze obliczenia sg poprawne.

Zwroémy tutaj uwage na to, ze ten zdajgcy zapisuje w rozwigzaniu pytanie dotyczgce
parzystosci liczby 0. Na szczeScie w swoim rozwigzaniu uznat, ze 0 jest liczbg parzysta, ale
dla wielu zdajgcych egzamin maturalny z matematyki odpowiedz na to pytanie oczywista nie
jest. Jest to o tyle niepokojace, ze powinien to wiedzie¢ uczen szkoty podstawowe.
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Przyktad 19R.
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Przyktad 20R. ilustruje pewien wariant drugiego z omawianych sposobow rozwigzania
zadania 6.

Obliczajgc liczbe wszystkich réoznowartosciowych ciggoéw pieciowyrazowych, ktérych dwa
wyrazy to cyfry parzyste, a pozostate trzy to cyfry nieparzyste, maturzysta oddzielnie obliczyt
liczbe tych, ktére rozpoczynajg sie cyfrg nieparzystg (ten element rozwigzania jest taki sam,
jak w rozwigzaniu sposobem pierwszym) oraz liczbe tych, ktére rozpoczynajqg sie cyfrg
parzysta. Sg to przypadki oznaczone w pracy jako | i Il. Nastepnie obliczyt liczbe ciggdw,
ktérych pierwszym wyrazem jest 0. Ten przypadek oznaczyt przez Ill. Na koncu rozwigzania
odjat od sumy 3600 + 4800 liczbe 960, otrzymujgc ostateczny wynik 7440. Wynik ten nie
jest poprawny, ale nie jest to efektem btednego rozumowania, a zwyktego btedu

, 4!
rachunkowego przy skracaniu utamka Tor
Przyktad 20R.
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Maturzysci, ktérzy rozwigzywali to zadanie tym sposobem, najczesciej rozwigzywali je
poprawnie od strony kombinatorycznej, popetniajgc co najwyzej btedy nieuwagi lub
rachunkowe.

Trzeci sposob rozwigzania zadania 6. polega na obliczeniu liczby tych wszystkich dodatnich
liczb catkowitych pieciocyfrowych, w zapisie ktorych nie powtarza sie zadna cyfra i zadna
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cyfra nie jest zerem, nastepnie obliczeniu liczby tych wszystkich rozpatrywanych liczb,

w zapisie ktorych jedna z cyfr jest zerem, a nastepnie dodaniu otrzymanych liczb.

Prébe rozwigzania zadania tym sposobem przedstawia Przyktad 21R.

Wynik koncowy, jaki uzyskat zdajgcy jest btedny. Btednie zostaty tez ustalone liczby
rozpatrywanych liczb w kazdym z przypadkow. Latwo tez wskazaé btgd popetniony w tym

, . . . . . . (4 4 3
rozwigzaniu. W kazdym z zapisanych przez zdajgcego iloczynéw (1) . (1) -4 - (3) - 5.4

oraz (g) +4-3- (g) - 5+ 4 brakuje jeszcze czynnika 3. Jest to liczba wyboréw trzeciej cyfry

nieparzystej. Zdajgcy z pewnoscig miat Swiadomo$¢, ze w zapisie liczby wystepujg trzy cyfry
nieparzyste — ustalit to juz na samym poczatku swojego rozwigzania, ale z jakichs powodéw
nie zapisat tego czynnika.

Przykiad 21R.
LOUERCLE ORI R
ARG, Rk PROCURIONN. © Ladsdey Wie gy
L ponypke : 20, 04,8, %Y
L. "&.Q.?QENX}WI : {\\bngiq’\%")
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HUBE e s

=48 g o 2 -
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odp-> 2630 Wk 23N,

"

Zdajacy, ktorzy podjeli probe rozwigzania tego zadania, czesto nie mieli zadnej obranej
strategii rozwigzania, co ilustrujg Przykfady 22R-24R.
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Przykiad 22R.
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Wsrdd zdajgceych byli tacy, ktorzy nie stosowali poprawnej metody, otrzymujgc nierealny
wynik koncowy. Przyktad 25R ilustruje takg sytuacje.

Wynik otrzymany przez tego zdajgcego tatwo zweryfikowac, o ile wiemy, ze rozpatrujemy
liczby pieciocyfrowe. Najwiekszg takg liczbg jest 99 999, co oznacza, ze catkowitych liczb
dodatnich jedno-, dwu-, trzy-, cztero- i pieciocyfrowych jest mniej niz 100 000. Rozpatrujemy
jakas czes¢ liczb pieciocyfrowych, wiec tych liczb musi by¢ jeszcze mniej. Wobec tego wynik
252 000 jest z pewnoscig btedny. Umiejetnos¢ krytycznej oceny otrzymanego wyniku nie jest
powszechna wsrod maturzystow.
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Przyktad 25R.
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Trzecim najtrudniejszym zadaniem okazato sie zadanie 9. (poziom wykonania — 18%).
Zadanie to badato umiejetnosci z zakresu geometrii ptaszczyzny. Majgc dany kwadrat ABCD
o boku dtugosci a, w ktérym przekatne AC i BD przecinaty sie w punkcie G, punkt E byt
srodkiem boku CD, natomiast punkt F byt punktem przeciecia przekatnej BD z odcinkiem
AE, nalezato obliczy¢ pole trojkgta AGF oraz pole czworokata CEFG. Tres¢ zadania
zawierata tez rysunek przedstawiajgcy te sytuacje.

D E C
E
G
A a B

Omdéwienie tego zadania zaczniemy od zaprezentowania wybranych sposobéw jego
rozwigzania i zilustrujemy je przyktadami rozwigzan tegorocznych maturzystow.

Jeden z najprostszych sposobow rozwigzania tego zadania opiera sie na punktach
kratowych. Wystarczy narysowac ten kwadrat, przyjmujgc dlugosé jego boku na 6 kratek (lub
wielokrotnos¢ liczby 6), tak jak na ponizszym rysunku.

D, B C
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Wtedy punkty G i F sg punktami kratowymi. Punkt G lezy w odlegtosci trzech kratek od
kazdego z bokoéw kwadratu, a punkt F' lezy w odlegtosci dwoch kratek od bokéw AD i CD.
Przekatne dzielg kwadrat na cztery przystajgce trojkaty, a wiec na trojkaty o rownych polach.
Obliczenie pola trojkgta AGF i pola czworokata CEFG mozna teraz przeprowadzi¢ bardzo
tatwo.

Mozna na przyktad od pola tréjkagta AGD odja¢ pole trojkata AFD — otrzymujemy wtedy pole
trojkata AGF, a odejmujgc od pola tréjkgta CDG pole tréjkagta DFE, otrzymujemy pole
czworokata CEFG.

D L E e
Kr—F
A a B
Wtedy
1 ) 1 1 ) 2 1 )
PAGF:PAGD_PAFD:ZQ —§'|AD|'|KF|:ZG —E-a-gazﬁa
oraz
) 1 1 ) 1 2 1 )
PCEFG:PCDG_PDFE:Za —§'|DE|'|LF|=ZG —E'EG'ECI:EG

Mozna tez podzieli¢ te figury odcinkami na trojkaty, ktérych boki i wysokosci sg
wielokrotnosciami kratki (zobacz rysunek ponizej).

D, E C
F,
A a B
Wtedy
12 2 1 2 1 1 )
PAGF=E-€a-ga+§-ga-ga=Ea
oraz

p 13 1 13 3 1
CEFG =5 61 62 T2 6% 62T 6

2

Nalezy zaznaczy¢, ze umiejetnosci potrzebne do rozwigzania zadania tym sposobem, sg
elementarne.

Kolejny sposob rozwigzania zadania przedstawiony jest w Przyktadzie 26R.

Autor tego rozwigzania zauwazyt, ze odcinki AF i DG sa dwiema $rodkowymi trojkgta ACD.
Poprowadzit trzecig Srodkowg i wykorzystat twierdzenie o podziale tréjkgta sSrodkowymi na
trojkaty rownych polach. Tresc¢ tego twierdzenia nawet zacytowat. Dalej pozostato jedynie
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obliczenie szbstej czesci potowy pola kwadratu oraz pola dwéch takich czedci. Warto
zaznaczy¢, ze oznaczenie pola figury, jakiego uzyt maturzysta, nie jest powszechne.
Zadanie 9. rozwigzata tym sposobem niewielka grupa zdajgcych.

Przyktad 26R.
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Zasadniczg trudnoscig tego zadania byto obliczenie stosunku podziatu ktéregokolwiek

z odcinkow AE, DG, BD punktem F. Stosunek ten pozwala z kolei obliczy¢ dtugos¢ odcinka
FG lub zapisac¢ relacje miedzy polami odpowiednich tréjkatow — np. AFD i EDF.

Obliczenie tego stosunku podziatu mozna zrealizowa¢ na wiele réznych sposobéw.
Maturzysci najczesciej zauwazali podobienstwo trojkgtow ABF i EDF, a zdecydowanie
rzadziej — podobienstwo trojkgtow AFD i EFG. Nieliczni ze zdajgcych zauwazali, ze

w trojkacie ADE odcinek DF jest dwusieczng kata prostego ADC, a poniewaz
|DE| = % |AD|, wiec z twierdzenia o dwusiecznej wnioskowali, ze |EF| = % |AF|.
Jeden z tych sposobow ilustruje rozwigzanie z Przykiadu 27R.
W rozwigzaniu tym zdajgcy najpierw obliczyt pole tréjkata ACE, nastepnie - z twierdzenia
1
a

Pitagorasa - dtugo$c¢ odcinka AE. Dopiero potem zapisat proporcje % = S ktora wynika
2

z twierdzenia o dwusiecznej. Stad obliczyt x = ga (tj. dlugos¢ odcinka EF), a nastepnie
a2
6
trojkgta AFG. Teraz pozostato juz tylko obliczenie pola tréjkata AFG i pola czworokata CEFG.

dtugos$¢ odcinka AF. To pozwolito mu obliczy¢ |FG| = — dtugos¢ przyprostokatnej FG
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Analiza tego rozwigzania pokazuje, ze autor miat doktadny plan na rozwigzanie tego

zadania. Rozpoczat je od obliczenia pola trojkata ACE. Ten wynik wykorzystat dopiero na
samym koncu swojego rozwigzania.

Przyktad 27R.
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Wsrod maturzystéw stosunkowo liczna grupa obliczata pole trojkata ACE i pole trojkata AFG,
zauwazajgc potem, ze pole czworokata CEFG jest roznicg Pycg — Parg POl tych dwoch
trojkatow. Zaleznosc¢ te mozna takze wykorzystac, obliczajgc najpierw pole czworokata
CEFG, a nastepnie pole trojkata AFG jako réznice Pycr — Pcgre- Taki jednak sposob
postepowania wystepowat o wiele rzadziej.

W Przyktadzie 28R przedstawione jest rozwigzanie, w ktérym maturzysta wykorzystat
podobienstwo tréjkatow AFD i EFG.
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Podobienstwo tych trojkatéw zostato poprawnie uzasadnione, zapisana zostata, wynikajgca

. . GF
Z tego podobienstwa, poprawna proporcja >

obliczania dlugosci odcinka GF popetnit btad, piszgc GF

3

l-a ZzamiastGFzé-

%. Niestety autor rozwigzania podczas

avz

2

Dalsza czes¢ rozwigzania jest juz konsekwencjg tego btedu, a pozornie poprawne wyniki

wziety sie wkasnie z zaleznosci Pcgrg = Pace — Parg-

Przyktad 28R.
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Kolejny sposob rozwigzania, jaki pojawiat sie w rozwigzaniach zdajgcych, przedstawiono

w Przyktadzie 29R.

Pomyst na rozwigzanie tego zadania polega na poprowadzeniu wysokosci EH trojkgta EFG.
Trojkat EHF jest wtedy podobny do tréjkagta AGF. To podobienstwo zdajgcy wykorzystat do

obliczenia dlugosci x = %E odcinka HF, a nastepnie dlugosci odcinka FG = 2x = %ﬁ. .

Majgc dtugosé odcinka F G, maturzysta obliczyt pole tréjkgta AGF. Nastepnie zapisat
i obliczyt pole czworokgta CEFG jako sume pol trojkatow ECG i FEG, przy czym pole trojkata
FEG obliczyt jako réznice pél trojkatéw EHG | EHF .
W niektérych zapisach wystepujg btedy lub usterki (np. w zapisie réwnania
1 avz 1

EF PR % % wystepuje ewidentny btad pisarski, dtugos¢ odcinka AE jest obliczona

z btedem rachunkowym), ale nie wptywajg one na poprawnos$¢ uzytej metody i jakos¢
rozwigzania.

Przykfad 29R.
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Nieliczni zdajgcy stosowali twierdzenie o stosunku pél trojkgtow o rownych wysokosciach.

Tak wtasnie postgpit autor rozwigzania z Przykfadu 30R.

Juz w pierwszej linii swojego rozwigzania zapisat rownosc¢ pél trojkgtéw ADE i ACE,
zauwazajgc, ze majg one wspoélng wysokos¢ i podstawy rownej dtugosci. Zapisat tez, ze pole
kazdego z tych tréjkatow to czwarta czes¢ pola kwadratu. To pozwolito mu zapisaé zwigzek

Pyor + Pcgrg = iaz, o ktorym wspominalismy w poprzednich przyktadach. Zasadnicze

trudnosci zdajgcy pokonat w momencie zapisania poprawnej zaleznosci Ppr4 = 2Pprg
miedzy polami tréjkatow DFA i DFE. Uzasadnit jg, stwierdzajgc rownos¢ wysokosci
opuszczonych z wierzchotka F w trojkgtach DFA i DFE. Réwnos¢ tych wysokosci takze
uzasadnit, odwotujgc sie do wlasnosci dwusiecznej kata wypuktego. To pozwolito mu obliczy¢
najpierw pole trojkagta DFE, nastepnie pole tréjkagta DF A, a stad pole tréjkata AGF.

Na koniec, wykorzystujgc zapisang wczesniej rownos¢ Pygr + Poppg = iaz, obliczyt pole

czworokata CEFG.

Przykfad 30R.

A a B
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Rozwigzanie z Przyktadu 31R rowniez opiera sie na wykorzystaniu twierdzenia o stosunku
pol trojkatdw o wspdlnej wysokosci i ustaleniu zwigzkéw miedzy polami odpowiednich figur.

Autor tego rozwigzania rozpoczat od zapisania dwéch réwnosci Pgcgr + Prgp = %az oraz
PGCEF + PAGF = %az, V4 ktéryCh Otrzymal' PFED = PAGF' KOIejna réWnOéé PFED = PFCE Wynika
z faktu, ze trojkaty FED i FCE majg rowne podstawy i wspolng wysokos$é opuszczong

z wierzchotka F. Uzasadnienie takie, cho¢ bardzo skrétowe, autor stosownie zapisat.

Z ostatnich dwéch rownosci wywnioskowat, ze Py;r = Ppcp. Powotujac sie jeszcze raz na
réwnosé pol trojkatow o rownych podstawach i wspolnej wysokosci, zapisat dalej

Pycr = Pgcr, cho¢ mogt po prostu stwierdzi¢, ze trojkaty AGF | GCF sg przystajgce.
Otrzymane zwigzki pozwolity mu zapisa¢ réwnos¢ Pscpr = Pgcr + Prcp = 2Pygr- Stad

i z zapisanej na poczatku pierwszej réwnosci otrzymat 3P, cr = %az, adalej Pygr = 1—12a2.

Na koniec obliczyt pole czworokata CEFG: Pgepp = 2 - %az = %az.
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Przykfad 31R.
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Przyktady 30R i 31R dobitnie pokazujg, ze zadanie 9. mozna byto rozwigzac

z wykorzystaniem elementarnej wiedzy matematycznej, ale takie rozwigzania nie
wystepowaty czesto.

Nieco inny pomyst miat maturzysta z Przykfadu 32R.

Poprowadzit on wysoko$¢ EH trojkgta ACE i obliczyt kolejno dtugosci odcinkow AE, AG.
Nastepnie w réwnoramiennym tréjkgcie prostokgtnym EHC obliczyt dtugosci
przyprostokatnych EH oraz HC. To pozwolito mu obliczy¢ dlugos¢ przyprostokatnej AH
trojkata prostokgtnego AHE. W kolejnym kroku wykorzystat podobienstwo trojkatow AGF

oraz AHE w celu obliczenia dtugosci odcinka FG, pokonujgc tym samym zasadnicze
trudnosci tego zadania. Dalszg czes¢ wykonat poprawnie.

Przyktad 32R.
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Z ogladu zaprezentowanych do tej pory przyktaddéw wynika, ze do rozwigzania tego zadania
nie sg potrzebne funkcje trygonometryczne. Jednak duzy odsetek tych, ktérzy rozwigzali
zadanie 9., zdecydowat sie na uzycie funkcji, co przedstawiono w Przyktadzie 33R.

Po obliczeniu dtugosci odcinka AE, zdajacy obliczyt pole tréjkata ACE. W nastepnym kroku
obliczyt sinus, cosinus i tangens kata DAE (oznaczonego w rozwigzaniu przez «). Stad, po
zastosowaniu wzoru na tangens sumy katow, obliczyt tangens kata AFG, co z kolei

doprowadzito go do obliczenia dtugoséci przyprostokatnej GF trojkata AFG. Dalszg cze$é
rozwigzania zrealizowat juz bez problemu.

Przyktad 33R.
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Ostatni sposo6b rozwigzania, jaki omoéwimy, to rozwigzanie z wykorzystaniem aparatu
geometrii analitycznej (Przyktad 34R).

Maturzysta osadzit kwadrat ABCD w prostokatnym uktadzie wspotrzednych kartezjanskich
w ten sposdb, aby wierzchotek A byt w poczatku uktadu wspétrzednych, wierzchotki B i D
lezaty na osiach — odpowiednio — Ox i Oy, a wierzchotek C znajdowat sie w pierwsze;j
Cwiartce tego uktadu. Wtedy wspoéirzedne tych wierzchotkéw sg réwne A = (0,0),

B =(a,0), C =(a,a), D = (0,a). Wspotrzedne punktéw G i E rowniez tatwo okresli¢:

G = (% a,%a), E = G a, a). Wspétrzednych punktu E autor rozwigzania co prawda nie
zapisat, ale wykorzystat je, zapisujgc réwnanie y = 2x prostej AE. Zapisat takze rownanie

y = —x + a prostej BD. Z uktadu réwnan, ktéry otrzymat, obliczyt wspétrzedne punktu

F = G a, g a). W kolejnym kroku rozwigzania zastosowat wzor na pole tréjkgta o danych
wspotrzednych wierzchotkdw do obliczenia pola trojkata AGF . Obliczajgc to pole, maturzysta
popefnit blgd rachunkowy i otrzymat pole trojkata AGF rowne %az (zamiast %az). Poniewaz
pole czworokgta CEF G obliczat, wykorzystujgc przytaczang w wielu poprzednio omoéwionych

: : . s 1 . 1
rozwigzaniach rowno$¢ Pcgre + Parg = " a?, to otrzymat pole czworokgta CEFG réwne e a?.
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Przykiad 34R.
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Omowienie wszystkich sposobdw rozwigzania zadania 9. wykracza poza zakres niniejszego
opracowania, ale te zaprezentowane powyzej dobrze odzwierciedlajg rozwigzania, ktore
wystapity w pracach zdajgcych. Niezmiernie rzadko pojawiaty sie prace, w ktorych
maturzysci w celu rozwigzania zadania prébowali zastosowac twierdzenia wykraczajgce
poza zakres rozszerzony. Jednym z takich twierdzen jest wzor Stewarta. Prébe jego
wykorzystania mozemy obejrze¢ w Przyktadzie 35R.
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Autor tego rozwigzania powotat sie na twierdzenie Stewarta dla tréjkata AGD. Jednak

rownosé (g a)z : (g a) +a?- (? a) = ga (IAFI2 \/—a £a) jakg zapisat, jest btedna

(kolorem czerwonym zaznaczone zostaty btedne zapisy). Poprawna réwnosé ma postacé

\/i 2 \/E , \/E _\/E AR + \/— \/—
(7o) (Fe) e (Te) =g (rr o e 5)

i pozwala obliczy¢ dtugos¢ odcinka AF, co w konsekwencji prowadzi do obliczenia dtugosci
odcinka FG. Zdajgcy bez jakiegokolwiek uzasadnienia przyjat, ze odcinki DF i GF majg
dtugosci réwne ga i g a (uzyt tych wielkosci w zapisanej btednej réwnosci) i na podstawie
dokonanych przez niego zapisdw nie mozna stwierdzi¢, ktéry z tych odcinkéw ma dtugosé
g a, a ktéry ma dlugosé g a. Ustalenie stosunku podziatu jednego z odcinkow AE, DG, czy

BD punktem F, o czym juz wspominalismy, stanowi zasadniczg trudno$¢ rozwigzania tego
zadania.

Przykfad 35R.

21 34, Shoendal i AAGO:

- - < (8 S & 5)

2 =2 — ~\A¥F -5 F E C
518 2 L laelt 4,7 F

/Ilg\'lz Qg ::(AF[Q —{;& ’

—é—?— s |{>;Clz 2 1o P,Z]%wa;_g A a B

* 97 \_ﬁ
PAf\(erz __fq fS

Btedy, ktore stosunkowo czesto pojawiaty sie w rozwigzaniach, polegaty na przyjeciu
dodatkowych btednych zatozen, ktdre nie wynikajg z tresci zadania (dotyczy to zresztg nie
tylko zadan z geometrii). Przyktady 36R i 37R ilustrujg takie wtasnie btedy.

W rozwigzaniu z Przyktadu 36R maturzysta popetnit btagd przy obliczaniu pola trojkgta AGF .
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2 2
Piszac Pygr = aTﬁ . aT‘/E = 2% = a:, btednie przyjat dtugos¢ ktéregos$ z bokow AG lub GF
trojkata AGF.
Przyktad 36R.
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W rozwigzaniu z Przyktadu 37R zdajgcy btednie zatozyt, ze trojkat ADE jest potowg trojkata

réwnobocznego. Wszystkie kolejne kroki tego rozwigzania oparte sg na tym btednym
zatozeniu.

Przyktad 37R.
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Oblicz pola figur AGF oraz CEFG. Zapisz obliczenia.
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Zadania, z ktérymi zdajacy poradzili sobie najlepiej

Najtatwiejszym zadaniem dla tegorocznych maturzystow byto zadanie 5. Poziom wykonania
tego zadania to 62%. Zadanie to nominalnie nalezy do grupy zadan z IV obszaru wymagan
ogolnych (Rozumowanie i argumentacja), gdyz nalezy tutaj udowodni¢ podang w tresci

. . ‘s 2a+1
zadania rownos¢ log,, 80 = ——
a(1+b)

logs 4 = a oraz log, 3 = b stanowigce zatozenie.
Konstrukcja zadania sprawia, ze nalezy je zaliczy¢ do grupy zadan typowych. Dowdd

, wiedzgc, ze prawdziwe sg dwie réwnosci

podanej jako teza rownosci sprowadza sie do przeksztatcenia wyrazenia znajdujgcego sie po

jednej z jej stron do wyrazenia, ktore stanowi drugg strone tej rownosci. Podczas
przeksztatcen nalezy wykorzysta¢ zwigzki podane w zatozeniu oraz zastosowac¢ wzory na:
logarytm iloczynu, logarytm ilorazu, logarytm potegi oraz wzér na zamiane podstawy
logarytmu. Umiejetnosci postugiwania sie trzema pierwszymi z wymienionych wzoréw sg
z zakresu podstawowego; jedynie postugiwanie sie wzorem na zamiane podstawy logarytmu
lezy w zakresie rozszerzonym. Mozna zatem wyjs¢ od lewej strony réwnosci stanowigcej
teze i dojs¢ do prawej lub odwrotnie; ewentualnie mozna réwnoczesnie przeksztatcac obie
strony réwnosci.

CENTRALNA
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Zdecydowana wiekszos¢ maturzystow, ktérzy zrobili to zadanie lub je zaczynali (nie

konczac), wybierata kierunek przej$¢ od ,prawej do lewe;j”.

Maturzysta, ktérego rozwigzanie prezentujemy jako Przyktad 38R, obrat wiasnie taki

kierunek przejsc.

Zdajgcy wykorzystat rownosci podane w zatozeniu, zapisat liczbe 1 w postaci odpowiedniego
logs 16+logs 5

(logs 4)-(log, 4+log, 3) *

Nastepnie dwukrotnie zastosowat wzor na logarytm iloczynu oraz wzér na zamiane podstawy

logarytmu i otrzymat log, 80.

logarytmu i zastosowat wzor na logarytm potegi. Stad otrzymat wyrazenie

Przyktad 38R.
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Wykonanie tych samych przej$¢ od lewej do prawej wymaga troche gtebszego przemyslenia
i dlatego takich rozwigzan byto bardzo mato.
W Przyktadach 39R i 40R zdajgcy rozpoczeli od przeksztatcania lewej strony rownosci (1.

. . . . . . a+1 . . ey
wyrazenie log;, 80) i otrzymali wyrazenie PREETSY wykonujgc w efekcie te same przejscia, co
autor rozwigzania z poprzedniego przyktadu.

Przyktad 39R.
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Nie wszystkim, ktorzy podjeli sie proby rozwigzania tego zadania, udato sie w petni to
zadanie rozwigzad.

W Przyktadzie 41R maturzysta probowat przeksztatci¢ lewa strone podanej w tezie réwnosci.
Doktadna analiza tego rozwigzania pokazuje, ze ten maturzysta nie ma zadnych problemow

ze stosowaniem wtasnosci logarytmow. Wszystkie przeksztatcenia zapisane przez zdajgcego
1+2a+2ab+b

a+ab?+2ab
juz tego wyrazenia do konca, cho¢ wystarczyto zapisac¢ jeszcze

1+2a+2ab+b (2a+1)+b(2a+1) (2a+1)(1+b) 2a+1
a+ab?+2ab  a(1+2b+b2) a(l+b)?2  a(l+b)
1,2
a+ab : 1+b
do wspdélnego mianownika, wyznaczyt najmniejszy wspolny mianownik, a nie po prostu
przyjat, ze jest to iloczyn mianownikéw tych utamkéw. Wtedy otrzymatby od razu
1 2 1 2 1+ 2a

atab " 1+b a(d+b) 1+b _a(l+b)

Sg poprawne, wraz z ostatnim zapisanym wyrazeniem . Zdajacy nie doprowadzit

Problemu tego zdajgcy mégtby unikng¢, gdyby wczesniej, sprowadzajgc utamki

Przykiad 41R.
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W kolejnym Przyktadzie 42R maturzysta rozpoczat od prawej strony rownosci (tezy). Btad
popelnit juz w poczatkowym etapie, piszac w liczniku 2 - logs 20. Zastosowat btednie
twierdzenie o sumie logarytmow w sytuacji, gdy pierwszym skfadnikiem byt podwojony
logarytm. Ten btad uniemozliwit mu wykazanie tezy.
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Przykiad 42R.
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Stosunkowo liczng grupe stanowili tez maturzysci, ktérzy nie mieli pomystu na
przeprowadzenie dowodu. Probowali stosowa¢ wiasnosci logarytméw, majgc nadzieje,

ze po ich zastosowaniu trafig na wtasciwy cigg przeksztatcen, ktéry pozwoli na wykazanie
tezy. Przyktad 43R ilustruje takie rozwigzanie.

Przykiad 43R.
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Maturzysci dobrze sobie poradzili z zadaniem 4. (poziom wykonania tego zadania wynidst
50%), ktére dotyczyto interpretaciji geometrycznej pochodnej funkcji. W tym zadaniu nalezato
obliczy¢ wspétczynniki w réwnaniu kierunkowym stycznej do wykresu danej funkcji w
pewnym punkcie o danej pierwszej wspotrzednej. Problem postawiony w zadaniu nalezy do
typowych na poziomie rozszerzonym, a rozwigzanie jest algorytmiczne. Tego typu zadania
wystepowaty juz w arkuszach w poprzednich latach, wiec zdajgcy byli juz na to zadanie
przygotowani. Btedy, ktére zdajgcy najczesciej popetniali, byty natury rachunkowej (Przyktad
44R). Duzo rzadziej wystepowaty rozwigzania, w ktorych zdajgcy btednie wyznaczyli
pochodng ilorazu funkcji (Przyktad 45R).
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W przykfadzie 44R zdajgcy poprawnie wyznacza pochodng funkcji podanej w zadaniu,
oblicza warto$¢ pochodnej w zadanym punkcie i poprawnie jg interpretuje jako wspotczynnik
kierunkowy stycznej. Podczas obliczania wspotczynnika b popetnia btad rachunkowy.

Przyktad 44R.
P=(2,0) 3 s
(sz‘b)% (L3 ko)A '_’>>< -3;<‘)<5+3x—2 :/dx -2
FI{X) XI' )(2 )(2
2-F<2 g2
fif2)= Taqt T 1Y
R-6+2| Da2| 28 16
Fah= B |- 212 g T \%({74
AH \28
yl=mql(x-2)*2 G+ 4s
/4 2 .=
_ 2
UG TG e
K; AY
REnioe
AY
a:q b=-3

Zdajacy, ktdérego rozwigzanie prezentujemy w Przyktadzie 45R, poprawnie oblicza drugg
wspotrzedng punktu P, ale w dalszej czesci rozwigzania popetnia btgd przy wyznaczaniu
pochodnej funkcji f, ktdra jest ilorazem funkcji wielomianowych.

Przyktad 45R.

5
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Zadanie 1. okazato sie dla maturzystéw réwnie tatwe, co zadanie 4. Poziom wykonania tego
zadania wyniést 48%.— podobnie jak w roku 2023. Zadania o kontekscie praktycznym /
realistycznym wystepujg w arkuszach od roku 2022. Tegoroczne zadanie nawigzywato do
procesu stygniecia kawy. Na podstawie podanej zaleznosci temperatury kawy od czasu

i podanych kilku dodatkowych informacji, dotyczgcych m.in. warunkéw poczatkowych,
nalezato obliczy¢ temperature kawy w zadanej chwili. Zadanie sprawdzato umiejetnosc
wykorzystania przez zdajgcego informacji podanych w tekscie matematycznym,
odpowiedniej ich interpretaciji, jak rowniez umiejetnosci postugiwania sie funkcja
wyktadnicza.

Problem ,,pod lupg”

Jednym z zadan tegorocznego arkusza egzaminacyjnego dIa poziomu rozszerzonego byto
3

zadanie 2., ktére polegato na obliczeniu granicy hrn Za rozwigzanie tego zadania

(x-2 )2
maturzysta mégt otrzymac¢ maksymainie 2 punkty. DIa maturzysty, ktéry w trakcie nauki
realizowat rozszerzony program nauczania, jest to zadanie typowe, ktére bada umiejetnosc

z |Il obszaru wymagan ogolnych - Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.
Jednoczesnie bada ono umiejetnosci spoza zakresu podstawowego. Poziom wykonania tego
zadania wyniost 31%, co oznacza, ze zadanie okazato sie trudne dla zdajgcych.

Nie biorgc pod uwage réznych technik wykonywania standardowej czynnosci, jakg jest
rozktad wielomianu na czynniki, mamy zasadniczo dwa sposoby rozwigzania tego zadania.
Kazdy z tych sposobdw sktada sie z dwéch etapow. Pierwszy etap — wspdlny dla obydwu
sposobow rozwigzania — to ustalenie, Zze mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym
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0. o - . . , , ,
typu 5 | usunigcie tej nieoznaczonosci. Mozna to zrobi¢, rozktadajgc wielomian x3 — 8 na

czynniki. Te czynnosc¢ takze mozna wykona¢ réznie. Najszybciej mozna to zrobi¢, stosujac
wzor skroconego mnozenia na réznice szescianow

x3—-8=(x—-2)(x*+2x+4)
Mozna tez zastosowaé metode grupowania wyrazéw
x3—-8=x3—-2x2+2x*—4x+4x—-8=x*(x—2)+2x(x —2) +4(x—2) =

=(x—2)(x*+2x+4)
albo algorytm Hornera

1 0 0 -8
1 2 4 0
x3—8=(x—-2)(x*+2x+4)

(x—2)(x?+2x+4)
(x-2)2 ’

G2 r2x+d) zapisujgc go w postaci xoA2xt
(x—2)2 ’ x—

2
x24+2x+4

Po tym rozktadzie mozemy zapisa¢ rozwazang granice w postaci lir?_
X—

a nastepnie skroci¢ utamek algebraiczny

Otrzymujemy w ten sposéb granice lirél , W ktorej nie wystepuje juz nieoznaczonosc,
X—2"

x—2

2
gdyz licznik utamka ad :ZH dazy, przy x dgzgcym do 2 z lewej strony, do 12, a mianownik
2
do 0 z lewej strony. Zatem lim rrat — oo
x—2- X-2

Drugi ze sposobdw obliczenia tej granicy to wykorzystanie twierdzenia de I'Hospitala.
Twierdzenie to jest poza zakresem wymagan szkoty sredniej, jednak cze$é maturzystow
je stosowata. Twierdzenie to mozemy zastosowac, gdyz spetnione sg w przypadku tej

. . . , s I y 0
granicy zatoZenia tego twierdzenia, w szczegdlnosci wystepuje nieoznaczonosc typu —. Po

2
zastosowaniu reguty de I'Hospitala otrzymujemy granice lirél_ %, ktéra jest rowna (—o0).
xX— -
Przyktad 100R ilustruje poprawne obliczenie tej granicy pierwszym sposobem, a przyktad
101R — drugim.
W Przyktadzie 100R zdajacy nie zapisat, ze ma do czynienia z nieoznaczono$cig typu %, ale

roztozyt licznik na czynniki, korzystajac ze wzoru na réznice szesciandw, i skrocit utamek.
x%+2x+4

Nastepnie poprawnie ustalit, do czego dazg licznik i mianownik utamka ,inatej

podstawie zapisat poprawny wynik koncowy.

Przyktad 100R.

(x )(xlf’le“) e W1

W kolejnym przedstawionym rozwigzaniu (Przyktad 101R) maturzysta zawart informacje
0 nieoznaczono4ci % Poprawnie tez zastosowat regute de I'Hospitala i obliczyt granice.
W tym rozwigzaniu nie zasygnalizowat jedynie, Ze stosuje regute de I'Hospitala.
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Przykiad 101R.

- T
It X”"X = i %yl 2 1- |
}&2; OBy wmy| Z0YAL 1

Kolejne przyktady ilustrujg btedy, jakie zdajacy popetniali najczesciej w tym zadaniu.
Przyktad 102R pokazuije, jak wazne jest sprawne i bezbtedne operowanie wzorami
skréconego mnozenia. Zdajgcy na poczatku poprawnie ustalit, Zze ma do czynienia

z symbolem nieoznaczonym typu % Jednak podczas rozktadu wielomianu x3 — 8 na czynniki

popeit btgd i zamiast poprawnego rozktadu (x — 2)(x? + 2x + 4) otrzymat

(x — 2)(x? — 2x + 8). Dalej, konsekwentnie do popetnionego btedu, ustalit, do czego dgzg
x%-2x+8
x—2

licznik i mianownik utamka ,gdy x — 27, i wreszcie wyznaczyt wynik koncowy.

Przykiad 102R.

W Przyktadzie 103R maturzysta popetnit tylko jeden (ale za to istotny) btgd. Wszystko, co

zapisat do ostatniego znaku rownosci, jest poprawne; w szczegodlnosci zdajacy poprawnie

2_2x+4
x—2

ustalit, do czego dgzg licznik i mianownik utamka ad , gdy x — 27. Jednak wynik

koncowy, jaki zapisat, jest btedny.

=

__u —

l;__.;._.-._i I

Z podobng sytuacjg mamy do czynienia w Przyktadzie 104R. Tutaj maturzysta popetnit dwa
btedy — oba istotne w rozwigzaniu tego zadania. Pierwszy etap rozwigzania wykonat

2_
poprawnie, ale btednie ustalit, do czego dgzy mianownik utamka %, gdy x — 27.

Nastepnie btednie ustalit wynik koncowy. Powinien zapisa¢ — konsekwentnie do
popetnionego btedu — wynik korcowy +co.
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Przyktad 104R.
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Przyktad 105R to rozwigzanie, w ktérym zdajgcy popetnit dwa btedy w pierwszym etapie
rozwigzania. Pierwszym btedem byto niepoprawne zastosowanie wzoru skréconego
mnozenia na kwadrat réznicy. Zamiast x? — 4x + 4 zdajgcy zapisat btednie x? — 2x + 4.
Kolejnym btedem byto zastosowanie reguty de I'Hospitala w sytuacji, w ktorej zastosowac tej
x3-8
x2-2x+4
powoduje, ze dalsza cze$¢ rozwigzania staje sie bezwartosciowa. Decydujgc sie na
zastosowanie jakiego$ twierdzenia, trzeba koniecznie znaé jego zatozenia, a zatem umiec
odrdzni¢ sytuacje, gdy mozna to twierdzenie zastosowadé, od tej, gdy nie mozna zastosowaé
twierdzenia ze wzgledu na niespetnienie zatozen. Uwaga ta jest ogolna i dotyczy nie tylko
opisanej tu sytuac;ji.

reguty nie mozna. Gdy x = 27, to mianownik utamka nie dazy do zera. Btad ten

Przykiad 105R.
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Kolejne Przyktady 106R i 107R przedstawiajg rozwigzania, w ktérych zdajacy nie wykazuja
sie dostatecznymi umiejetnosciami dotyczgcymi obliczania granic funkcji.
W Przyktadzie 106R autor rozwigzania zastosowat co prawda poprawnie wzor na kwadrat

3_
réznicy i zapisat granice w postaci lirgl_ xsz:M, jednak dalej popetnit btad rachunkowy przy
X— -

wytgczaniu x? w liczniku. Prébujgc obliczyé te granice, albo w ogdle nie analizowat, do czego
x3-8

xZ—4x+4’

w ktérej wytgczyt z licznika i z mianownika czynnik x2, jest bledna. Zapisy w mianowniku

daza licznik i mianownik utamka albo zrobit to btednie. Trzecia linia rozwigzania,
wskazujg, ze zdajgcy btednie przyjat, ze utamki % i % dazg do zera. Postgpit w tym momencie
tak, jakby obliczat granice w punkcie niewtasciwym.
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Przyktad 106R.
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Kolejny Przyktad 107R takze przedstawia rozwigzanie btedne.
Przeksztatcenia dokonane przez maturzyste w tym rozwigzaniu, pomijajgc juz brak zapisu

symbolu granicy po pierwszym znaku réwnosci, wskazujg, ze zdajgcy probuje obliczy¢
granice utamkéw % % i % w punkcie niewtasciwym, a jednoczesnie nie postepuje tak

Z wyrazeniem x.

Przyktad 107R. '

. :.3,_5 _ \,1(//\’ /‘é) B X . 2_,
WM TxZ-Gxth R R ‘-

X2~

Ostatnie — takze btedne — rozwigzanie tego zadania przedstawiamy w przyktadzie 108R.
Postawienie zbednego znaku rownosci po symbolu granicy jest by¢é moze tylko zwyktg
usterkg przy przepisywaniu, ale moze tez $wiadczyé o niezrozumieniu stosowanej symboliki.
Najbardziej wartosciowy i zrozumiaty fragment tego rozwigzania to rysunek, z ktérego mozna
wywnioskowac, ze maturzysta wie, ze oblicza lewostronng granice w punkcie 2. Pozostate
zapisy zdajgcego nie sg juz jasne, bo jesli symbol @ miatby oznaczac, ze wyrazenie dgzy
do zera z prawej strony, to wtedy uzycie tego symbolu w liczniku utamka jest btedne. Wynik
koncowy takze jest btedny.

Przyktad 108R.

5_g ®
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‘-_—’___
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WNIOSKI | REKOMENDACJE

PoOziOM PODSTAWOWY

N

Wyniki egzaminu maturalnego na poziomie podstawowym wskazujg, ze do zadan,

w ktérych zdajgcy osiggneli bardzo dobre rezultaty, nalezg przede wszystkim zadania
jednoetapowe, osadzone w typowym kontekscie.

Najlepsze wyniki maturzysci osiggneli w zadaniach zamknietych.

Maturzysci lepiej poradzili sobie z zadaniami, w ktdrych nalezato postuzy¢ sie definicjg lub
zastosowac znany algorytm, niz z zadaniami, ktére wymagaty zaplanowania strategii
rozwigzania, zbadania wtasnosci podanego modelu lub uzasadnienia tezy twierdzenia.
Najwieksze trudnosci (poziom wykonania — 23%) sprawito zdajgcym zadanie wymagajgce
postuzenia sie zwigzkiem miedzy objetosciami bryt podobnych.

Duzo lepiej niz w roku poprzednim wypadio zadanie na dowodzenie, ktérego tematem
byta podzielnosé w zbiorze liczb catkowitych.

Jedng z gtébwnych przyczyn niepowodzen na egzaminie maturalnym z matematyki jest
brak odpowiedniej sprawnosci rachunkowej, staba znajomosc¢ praw dziatan oraz
wtasnosci dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych, nieuwaga zdajgcych skutkujgca
popetnianiem btedéw w obliczeniach lub w przeksztatceniach algebraicznych, czesto
nieskomplikowanych lub tez brak refleksji nad sensownoscig otrzymanego wyniku
liczbowego. Warto byloby ksztattowa¢ swiadomos¢, ze sprawdzanie poprawnosci oraz
realnoéci otrzymanych wynikow jest czescig rozwigzania zadania.

Szczegoblng uwage w nauczaniu matematyki warto poswieci¢ rozwazaniom zagadnien
kilkuetapowym. Nie do przecenienia jest ksztatcenie umiejetnosci opracowywania,

a potem przeprowadzania logicznego ciggu nastepujgcych po sobie dziatan.

P0OzIOM ROZSZERZONY

1.

Najlepsze wyniki zdajgcy uzyskali w zadaniach sprawdzajgcych umiejetnos¢ stosowania
wzoru na zamiane podstawy logarytmu oraz wzoroéw na logarytm iloczynu, logarytm
ilorazu i logarytm potegi, stosowania funkcji wyktadniczej w zagadnieniach o kontekscie
realistycznym oraz stosowania definicji pochodnej funkcji, podawania interpretacji
geometrycznej pochodne;j.

Z rozwigzaniem zadan, w ktorych nalezy wykorzysta¢ znany algorytm, maturzysci
poradzili sobie znacznie lepiej, niz z zadaniami wymagajgcymi zaplanowania strategii
rozwigzania, modelowania matematycznego czy uzasadnieniem postawionej tezy.
Wyniki egzaminu maturalnego wyraznie wskazuja, ze najwiecej trudnosci na egzaminie
z matematyki sprawiajg maturzystom zadania z zakresu geometrii, a szczegolnie te
zadania, w ktérych wymagane jest uzasadnienie prawdziwosci tezy.

Egzamin ujawnit niski poziom opanowania przez zdajgcych umiejetnosci z zakresu
wymagania Rozumowanie i argumentacja; dotyczy to gtownie zadan, w ktorych nalezato
stworzy¢ strategie rozwigzania, taczgc w spdjna, logicznie uporzgdkowang catosc kilka
pojedynczych umiejetnosci. Wskazane jest zatem, aby doskonali¢ z uczniami
rozwigzywanie zadan réznymi sposobami, ukazujgc tym samym rozmaitos¢ strategii
rozwigzywania problemoéow matematycznych.

Na wynik egzaminu z matematyki na poziomie rozszerzonym znaczgco wptywa brak
sprawno$ci rachunkowej oraz problemy z poprawnym wykonywaniem obliczen
rachunkowych.
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6. Prawie 10% zdajgcych uzyskato 0 pkt, co $wiadczy o daleko nieprzemyslanym wyborze
matematyki jako przedmiotu dodatkowego zdawanego na egzaminie maturalnym i/lub
niedostatecznie solidnym przygotowaniu do egzaminu.
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